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Unidade |
Limite e
Continvidade
de Funcao

Nesta Unidade, estudaremos limites e desenvolveremos o conceito de valor limite
de uma fungdo, aprendendo a diferenciar valor de fung¢ao e valor limite de fungao
para um dado valor de x. Para isso, faremos uso de processos algébricos e graficos,
resgatando os conceitos estudados em Pré-Calculo, como fatoragdo, simplificacao
de fragdes algébricas e funcdes, dentre outros. Analisando os limites laterais,
verificaremos o que ¢ uma indeterminagao, estudando os casos possiveis de sua
ocorréncia e como levantd-la. Veremos também alguns processos algébricos
para o calculo de limites, bem como o que chamamos de Limites Fundamentais.
Fechando o estudo de limites, conceito relevante para o entendimento do que seja
derivada de uma funcao, estudaremos funcdes com relacao a sua continuidade ou
descontinuidade, conceito relevante, dentre outros, para o esboco do grafico de
fungdes, objeto primordial de estudo do Calculo Diferencial e Integral I.



Fonte: Freepik

1.1 Nog¢ao intuitiva de limite

Vamos verificar a nogao intuitiva de limites. Para isso, analisaremos o que ocorre com o valor

x*—4

x—2

da fungio f(x)= , quando os valores de x se aproximam de 2. Note que podemos nos

aproximar de 2 pela esquerda, que indicamos: x — 2, portanto valores menores que 2; ou pela

direita, que indicamos por , portanto valores maiores que 2.

Graficamente, indicamos:

Valores de x tendendo a 2




Note que nao nos interessa o valor da fungdo quando X = 2 mesmo porque a fungao
dada ndo se define para x =2, pois 2 & Domg y.

Vamos construir duas tabelas que nos mostrardo o que ocorrerd com os valores da fun¢do

x -4

2
x—2

J(x)=

quando os valores de x se aproximam do valor 2, tanto pela esquerda quanto

pela direita. Na tabela 1, os valores de “x” se aproximam de 2 pela esquerda, ou seja: x —> 2",

que lemos “x tende a dois pela esquerda’.

Ja na tabela 2, os valores de “x” se aproximam de 2 pela direita, ou seja: x — 2%, que lemos “x

tende a dois pela direita”.

Tabela 1: x —>2~ Tabela 2: x — 2%
| =t | sw=t
x=2 x=2
-3 1 7 9
-2 0 6 8
-1 1 5 7
0 2 4 6
1 3 3 5
1,5 3,5 2,5 4,5
1,7 3,7 2,3 4,3
1.8 3.8 2,2 4,2
1,9 3.9 2,1 4,1
1,99 3,99 2,01 4,01
1,99999 3,99999 2,00001 4,00001
| |
i— 4 £+ 4

Note que os valores tomados para x, em ambas as tabelas, equidistam de “2” tanto pela esquerda
quanto pela direita.
Analisando a tabela 1, percebemos que quanto mais proximo de 2, pela esquerda, o valor de x

estiver, mais proximo de 4 o valor da fun¢do estara. Matematicamente, escrevemos:



2_
T

X2 X —

=4 ¢ lemos:

“O valor limite da fung¢do tenderad a quatro quando o valor de x tender a dois pela esquerda.”

Analisando a tabela 2, percebemos que quanto mais proximo de 2, pela direita, o valor de x

estiver, mais proximo de 4 o valor da funcdo estard. Matematicamente, escrevemos:

. x'—4
lim =4 e lemos:
-2 x—

“O valor limite da fung¢do tenderd a quatro quando o valor de x tender a dois pela direita.”

Aos valores obtidos pelas tabelas 1 e 2 chamamos de limites laterais e, uma vez verificada a
existéncia dos limites laterais e sua igualdade, podemos dizer que o valor limite da fun¢do

2
x -4

f(x)= I quando o valor de x tende a 2, tendera ao valor 4. Matematicamente,
x_

escrevemos:

Dessa forma, intuitivamente, podemos estabelecer a defini¢do de limite , ou seja:

lim f(x)=M

< I =M
lim f(x) =M i /()

\\li',

O limite de uma fungdo s6 existira se existirem os limites laterais e estes forem iguais.
O valor do limite de uma fun¢ao ndo se relaciona com o valor da fun¢ao no ponto
em questdo.



1.1.1 Limites Laterais: Algébricos e Graficos

E também possivel determinar o limite de uma fungio através da analise de seu grafico. Por
. . . ~ 2 €6 9
exemplo, vamos determinar o limite da fungdo f(x)=x"+1 quando o valor de “x” tender a

“0”. Construido o grafico e feita a analise, constatamos que, quanto mais proximos de "0" o

valor de “x” estiver, pela esquerda ou pela direita, mais proximo de 1 o valor da funcdo estara.

Ay
fx)=x?+1
lim x* +1=1
Se {70 o limx?+1=1

lim x* +1=1 =0

1 x—0*

Esq. Dir.
0 X

Aplicagao do conceito de limites laterais e de valor limite de uma fungao por meio de graficos:

dado o grafico abaixo, determinar:

4 fx)
N — a) im /() blm /() Olim f(x)
X
S S d) £(=2) e) £(0) H f(=1)
-1
Solucio:
lim f(x)=0
a)l 7 — lim f(x) =0, pois existem os limites laterais e eles sdo iguais.
lim f(x)=0 £>-2
lim f(x)=-1
by — lim f(x) = —1, pois existem os limites laterais € eles sdo iguais.
1im+ f(x)=-1 X1



lim f(x) = -1

c) - Alim f(x), pois, embora os limites laterais existam, eles sdo diferentes.
lim /(x)=1 %0
d) f(=2) =Z ,pois 2 ¢ Domsy, ¢ f(0) =1 ) f(-1) = -1
Solucao
4 \
| n
-I F- j- -
AL 9
J -I‘I r [ ] l
n .
H ol e
\\§ J

Em termos praticos, o calculo de limites sera feito usando procedimentos algébricos, ou seja,
trocaremos a fun¢do a ser analisada por outra, caso ocorra alguma indeterminacao, usando
procedimentos algébricos. Para isso, usaremos, dentre outros artificios, os casos de fatoracao,
produtos notaveis, racionalizagdo e simplificagdo de fragdes algébricas estudadas nas primeiras
Unidades da disciplina Pré-Calculo. Esse procedimento algébrico sera necessario, pois quase
sempre as fungdes analisadas geram indeterminagdes que devem ser removidas, permitindo a
analise do valor limite da func¢do para um dado valor de x.

1.1.2 Definicdo Formal de Limite
Defini¢do axiomatica ou rigorosa: seja uma fun¢do f definida em um intervalo aberto / que
contém o ponto a, exceto possivelmente no proprio ponto a, o limite de f{x) quando x se

aproximade a ¢ L.
A afirmagdo lim f(x) = L significa que para todo &>0 existe um ¢ >0 correspondente, tal

que paratodo x: O0<|x—al|<d = |f(x)—L|<e.

\\li',

(épsilon) e 0 (delta minusculo) sdo grandezas muito pequenas.



lim f(x)=L : e . -
Se x» f(x) existe, entdo tal limite € unico (unicidade do limite).
Grafico do =t pois, O<lx—al<d= |f(-Ll<e

YN
R y = f(x)

L-ef---- -

+
(=]
x

1.1.3 Casos de Indeterminacao: g e 2

Para o estudo a seguir, definimos como propriedades dos limites as relagdes, onde a,k €11 :

P1. Regra da Constante P2. Regra da Soma ou Diferenca
limk =k lim [ £ (x) + g(x)] = lim f(x) +lim g(x)
P3. Regra do Produto P4. Regra do Quociente
| | . ] Im s
lim [/ (x) - ()] = lim £ () -lim g(x) lim == lim g(x) = 0
xX—a X—>a xX—>a xX—a g(x) lxn;rla g(x) xX—>a
PS. Regra da Potenciacao P6. Regra da Multiplicacdao por Constante
im [/ (0] =[lim £ Cor lim & - f(x) =k -lim f(x)
P7. Regra da Radiciacdo

lim 4/ () = 4flim 7 (x) » lm f(x) =0 senpar.

Vamos a um exemplo:
2

. X
Para o calculo do m

! , substituimos a variavel x por 2, ou seja, entramos com o valor de
X—> X—

tendéncia, obtendo:



Ao resultado % , chamaremos de indeterminagdo, indicada por um ponto de interrogagao, pois,

supondo que % =k, temos que 0 =0-k. Note que qualquer nimero real posto no lugar de k

tornara a sentenga verdadeira, ou seja, serdo infinitas as respostas, dai o nome indeterminagdo;
esta sera removida por processo algébrico e, no caso, usaremos fatora¢do. Veja como

levantamos a indeterminac¢ao, fatorando o numerador da fragao:

2 _ 2 _
4:lim(x+2)M_ . x 4:4

X
lim _ - _ o
=2 x=2  x2 M )lcl_l’)l’%(x +2)=(2+2) xl—r>r21 -2

Assim, o valor do limite da func¢ao dada, quando x fende ao valor 2, tenderd a 4.

Solucio:

4 )\

Ok
.
1=

Ok

Em sintese, para determinarmos o valor limite da fung¢do, trocamos a fun¢do dada por
outra, usando processos algébricos, de modo que a nova fun¢do nao seja
indeterminada no ponto em questdo, permitindo-nos sua analise.

Embora somente estudaremos as indeterminagdes citadas, definimos como indeterminagdes as

expressoes:

0 o0 . 100 0 0

Ty Ty 000, ) 0 s 0O 0 o0
0 oo



E interessante saber que cada caso de indeterminacdo terd procedimento algébrico especifico

para o calculo do limite.

» Nos casos %, faremos:

1) Se houver polindmio, substituir, quando possivel, o numerador ¢ o denominador da
fragdo pela sua forma fatorada e, a seguir, simplificar, obtendo a nova fungao.

2) Aparecendo raiz, ou seja, radical, devemos racionalizar a fun¢do multiplicando-a pelo
seu conjugado.

0 A . o
3) Se ocorrer 0 com » —» o € houver polindmio envolvido, devemos dividir cada termo

pela menor poténcia de x.

0.0]
» Nos casos —, faremos:
0]

1) Nos casos envolvendo polindmios, ¢ comum dividir cada termo pela maior poténcia de
X.

2) Nos demais casos, deve-se considerar “de valor” somente o termo de maior expoente
de cada membro da fragao.

Veia al los: calcular lim 2x -8
€la alguns exemplos.:. calcular .
Jade P 255 —10

Solucio:

2 2
Entrando com o valor de tendéncia: lim 2 -8 = 22)" -8 = 8-8
=2 5x-10 5(2)-10 10-10

0

. . . 0 . A
Note que temos uma indeterminacao do tipo o’ gerada pela divisao de polindomios.

Fatorando a fun¢do dada e, na sequéncia, aplicando simplificagdo algébrica, obtemos nova

funcdo, que esperamos nao seja indeterminada no ponto em questdo, veja so:

L 208 . 2(xP-4) . 2(xP-4) . 2+ (x~D) . 2x+2)
lim =lim =lim =lim =lim
=255 =10 2 5(x=2) =2 5(x=2) 2 5M =2 5

2_
208 2t 2242 8

25510 2 5 5 5



2 -8 8

= lim
=25x-10 5

Solucio:

-|m|
=
et
o]

oz
it
£X.

2\x =2
Mais um exemplo, agora envolvendo radicais: calcular lim—; .
-l x =

Solucio:

=7

L. ) . 2 2 2 0
Primeiramente devemos entrar com o valor da tendéncia: lim \/_ | (I( " = 6
x—l x — —

Temos, portanto, uma indeterminacdo envolvendo radical, que deverd ser racionalizada,
multiplicando-se o numerador e o denominador pelo conjugado do numerador, obtendo a nova

fungdo para analise, que esperamos nao ser indeterminada no ponto em questao:

Wi-2 ak-n 2 -DEx+D) 2 (x~T) 2

¥ol o (D=1 (D) a—D)x +1) (x+1)M(J§+1) G+ D(x +1)

Substituindo a fun¢do dada pela nova func¢ao, e calculando o limite, temos:

. 2x=2 . 2 2 2 2
lim =lim _Z:

ol 1 et (e DWx+D) (+DEA+D)  2+2

1
2

2\/_21

x—>1 -1 2



Ma | leular lim 3x° +2x° =5
ais um exemplo: calcular UM —————.
P xon 4’ +x7 +2

Solucio:

e C 3 +2x° =5 3(0)’ +2(0)’ =5
Entrando com o valor da tendéncia, temos: lim———— = ; ; =—=7
oo 4x +x"+2  4(0) +(0) +2  ©
Para realizar a operacdo acima, ¢ preciso notar que qualquer niimero vezes infinito resulta no
proprio infinito, e a subtracdo ou adi¢dao do infinito com qualquer nimero real também resulta

em infinito.

. . ~ o0 .. . . ~
Neste caso, como temos uma indeterminacdo gerada por —; para eliminar a indeterminagao,
0

temos que dividir cada membro da fungao pela maior poténcia de “x

3w 275 3,25 3+g_%
St R R S ;
A St JE T S SR S T S S 2
on 40 +xP 42 e 4 xP 2 weoe 12 4
et 4+—+— 4+ / +
x3 x3 x3 X X 3
3 +2x° -5 3

Entdo, temos que: lIm—————=
e 4y +xT+2 4

Solucio:

]
K
44

A

I:}I?
‘l

W
gty




Note que as fragdes eliminadas resultam em valores insignificantes, pois qualquer niimero real

dividido por infinito resulta em um numero extremamente pequeno e que “tende a zero”.

%

Caso, entrando com o valor de tendéncia, ocorra T (real ndo nulo dividido por zero), temos

o que chamamos de valor imprdprio, que sera resolvido fazendo a pesquisa dos limites laterais,

C4x?

tal qual o primeiro exemplo feito. Veja so: calcular ]HI%F .
X—> X

Sy

Solucio:

4x* 4 4
lim—— = lim— =~

=05y =05x 0y [ (valor improprio)

Para calcular o limite da fungio quando X —> 0, sera preciso calcular os limites laterais a partir
de tabelas. Se existirem os limites laterais, e estes forem iguais, entdo existird o valor limite da
funcdo. Caso contrario, diremos que ndo existe o limite da fun¢ao quando o valor de x tende ao

ponto em questao.

Tabelal: x — 0~ Tabela2: x— 0"
v =i r fw=e
~1 ~ 08 1 0,8

-0.5 - 1,6 0,5 1,6

~03 | —2,66667 0,3 2,66667

-0,1 -8 o1 8

- 0,01 — 80 0,01 80

— 0,001 — 800 0,001 800

~ 0,001 — 800 0,001 800
Vol Vo

0 — 0 + o0




Observando as tabelas 1 e 2, podemos concluir que, embora existam os limites laterais, pois
2 2

lim Pl —0 ¢ lim el +00 eles sdo diferentes, contrariando a defini¢do de valor limite de
x>0 5x x—0" 5x

uma funcao.

2
. . . 4x
Assim, concluimos que: ,Zf lim—
x—0 Sx

Lemos: “ndo existe o valor limite da fun¢do quando o valor de x tende a zero”.

Graficamente, temos:

o 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1 0,12 0,14 0,16 0,18

Note que: se x tende a zero pela direita, o valor da fun¢do tende a + co. Caso x tenda a zero
pela esquerda, o valor da fungo tenderd a — oo, caracterizando a ndo existéncia do valor limite
da fun¢ao quando o valor de x tende a zero.

Solucio:




Q ~

2
X

Note que a curva f(x) = F “tende” a interseccionar os e¢ixos coordenados, porém
X

isso ndo acontece. Denominamos a reta y = (), ou seja, o eixo Ox, como a assintota
horizontal da funcdo, e a reta x = 0, ou seja, o eixo Ou, como a assintota vertical da
funcdo. Definimos assintota como a reta para qual a curva tende, sem jamais alcanga-la.

\_ /

Para saber mais:

Esté curioso sobre as assintotas? Quer saber a importancia desse conhecimento no tragado do

grafico de fungdes? Nos links a seguir vocé podera assistir ao video.

S s
Fe g 3 e
- [l

\ Assintotas verticais Assintotas horizontais J
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1.2 Limites Fundamentais: Trigonométrico e Exponencial

Denominamos limites fundamentais aqueles cujo valor ¢ conhecido e a partir do qual
calcularemos os limites envolvendo fung¢des semelhantes, sejam trigonométricas ou

exponenciais. Tais limites serdo uteis quando nos depararmos com casos de indeterminagdes
.0 0
do tipo 0 1% e 00”,

senx

Definimos o limite trigonométrico fundamental como: lim =1.

x—0 X

, . ~ S€nx
Note, pelo gréfico abaixo, que a razdo
X

quando o valor de x se aproximar de zero.

, com x tomado em radianos, se aproximara de 1




+y

senx

X

-2 -5 = 05 15% an 2.5%

Desse modo, ¢ possivel agora solucionarmos diversos casos de limites envolvendo fungdes

. L, . lgx
trigonométricas. Vamos aos exemplos: calcular lim L2y
x=0 x
Solucio:
sen x

. tex osenx 1 [senx 1

lim-== = lim €% — |im -—=lim .

x—0 X x—0 X x—0 COSX X x—0 X COS X

. . - .| senx 1 . senx .. 1
Utilizando a propriedade do produto de limites, temos: lim -— [=lim -lim
x—0 X X =0 x x=0 CcOoSx

. senx ) .
Como: lim =] e lim =1, pois, cos(0) = 1 temos que
x=>0  x x—0 CcOS x
. _tgx . senx . 1
lim-=—=1lim -lim =1-1=1
x>0 x x—0 X x—=>0 COS X
.
11mg =1l
x—0 x
Solucio:
e N
[=] 354 [m
a -l .-..
s l- . - -
CIp
\ y,




Mais um exemplo: calcular lim sen10x

x>0 sen 7x

Solucio:

Forcando o aparecimento do limite trigonométrico fundamental, vamos multiplicar o
~ 10 . 7
numerador da fragdo por o €° denominador por p

sen10x 10 senl0x 10. senl
. senlOx 10 A 10-1 10
lim = lim—%  —im10 X iy Ox _ 10-1_10
=0 sen7x x>0 sen7x x50 7 sen7x X0 sen 7-1 7
X 7 X 7 X
. senlOx 10
lim = —

x>0 gen 7x 7

. . l—cosx
Mais um exemplo: calcular lim ————
x—0 2x

Solucao:

Usando a identidade trigonométrica fundamental: sen® x+cos® x =1, temos:

. 1-cosx . (I-cosx)(I+cosx)  l—cos’x _osen’x 1
lim 3 =] 3 = 1m2— =]lim T =
=0 2y =0 2x"(1+cosx) =0 2x"(14+cosx) 0 x°  2(1+cosx)
sen sen 1
- 1'1}4 L oim 2y -
720 x 20 x50 2(14cosx)
' 1 1
= 1 . 1 . — = —
4 4



x—0

Solucio:

w0

imJas

e
Bt

5
J

1—cosx _l

2x* 4

. : 1 . 1
Definimos o limite exponencial fundamental como: 11111 1+ ;)x =e ou, hn}) 1+x)x=e,
X—> 100 X—

(13 »

onde “e

¢ o numero de Euler, o nimero irracional 2,7182..... Como a demonstragdo desta

proposicao envolve conceito de séries, assunto além do estagio de estudo atual, ela serd omitida.

1
Aplicagdo: calcular lirr%) In(1+ x)=.
xX—

Solucao:

Aplicando propriedades dos limites, escrevemos que:

1
lim In(1+ x)x=1In

x—0

[1im (1 + x)i] —In(e) = 1

1
v lim In(1+x)x =1
x—0

Solucio:
[=] 3f3 [m]
= ,-l.'f'?h..,-.
HETRS,
[=] :': = i':
Propostos:

1
Calcular os limites: 1. lim (1 4+ cosx)cosx
X

2

2. lim (1 + 22)*
X—00 X

3. lim (1 + 2%
X— 00 X



1.3 Continuidade de Func¢ao: defini¢cao

Quando uma fungdo y = f(x) tem o grafico esbogcado sobre seu dominio em um Unico

movimento continuo, sem levantar o ldpis do papel, temos o que chamamos de fung¢do continua.

Matematicamente, definimos uma fungdo f(x) como continua num dado ponto x — , se:

I  Existir o valor da fun¢do quando x = a, ou seja, 3 f(a);
IT Existir o limite da fun¢@o quando x tender ao valor a, ou seja, 3 lim f(x);
x—a

III O valor da funcao no ponto a ¢ igual ao valor do limite da fungdo quando x tende ao valor

a,ou seja, f(a) = ;1_% f(x)

Ocorrendo as condigdes descritas em I, II e III, diremos que f(x) ¢ continua em x = a, caso
contrario, diremos que f(x) ¢ descontinua em x = a, ou entdo que f(x) nao é continua em
x=a.

1.3.1 Continuidade de Funcio: processo algébrico e geométrico

Analisando cada um dos graficos a seguir, concluimos:

F<

I A f(a),pois «% ao dominio da fungao

f(x)

II lim f(x)=b € lim f(x)=b, entdo lim f(x) =b
III Como A f(a),ndo atende a condigado III

f(x) é descontinua em x = a.




Y

f60) I 3f(@= f(a)=b

11 3lim £ (x) = lim f(x) = b
I f(a) =1lim f(x)

f(x) é continua em x = a.

f(x)
I3f(a)=c
IT 3 lim f(x)=b

I f(a)#lim f(x)

.. f(x) é descontinua em x = a.

Solucio:

| IEI'_}_.{EI

Vamos a um exemplo de aplica¢do do conceito de continuidade, com resolugao algébrica:

2x+1x>1

Dada a fungéo f(x) = {xz +3 <1

, verifique se f'(x) € continua em x =1.
Solucio:
Verificando a ocorréncia das condi¢oes I, I1 e III, temos:
I3f(a)?
Como: a=1=f1)=21)+1=3 ~ f(1)=3
I3 lim f(x) ?

x—a

lim_ x2+3 xlirrll_(l)z +3=4
. X = .
Jim f() = lim 2x+1 lim, 2(1) +1=3 = 2 lim f(x)
X—

x—1t



Embora existam os limites laterais, eles sdo diferentes, assim concluimos que A lim f(x),
Xx—a

2x+1 x>1

243 <1 ¢ descontinua no ponto x = 1,

portanto podemos afirmar que a fungdo f(x) = {

pois nao ocorrem as condig¢oes IT e II1.

Solucio:
4 N\
[ |
By
"
1 l'-'*- o Bt
. J

Para sedimentar o conceito, assista ao video com a solugdo algébrica do exercicio proposto.

x =1 se —1<x<0
2x se O<x<l
Dada a funcdo definida por varias sentengas f(x) =<1 se x=1 verifique se:
—2x+4 se l<x<?2

0 se 2<x<3

a) Existe f(-1) ? b) Existe hnEl1 f(x)? ¢) Ocorre: hr{l1 f(x)=f(=D7?

d) f¢é continnaem x =—1? e) Existe f(1) ? f) Existe lim f(x)?
x—1

g) Ocorre: hm] f(x)=r17? h) f¢é continuaem x =1?

'f_ O
£ER

=]
.:-I




Para sedimentar o conceito, veja o video com a solugdo geométrica do exercicio proposto:
Analise os graficos abaixo e verifique se as fungdes representadas sdo continuas no intervalo

[-1, 3]. Caso ndo sejam, indicar onde ocorre a descontinuidade e a justificativa pertinente.

a) aY b) 4y

-1 1 2 3

-1 1 2 3

Solucio:

; o5s \
B

1.4 Sintese da Unidade

Nesta Unidade, estudamos o conceito intuitivo e grafico de valor limite de fungdo. Vimos o que
¢ limite lateral e a definicdo formal de limite. Aprendemos como calcular limites usando
processos algébricos e por andlise grafica. Vimos também o conceito de indeterminagdo de

funcdo, bem como os principais casos possiveis, além de como “levantar” tais indeterminagoes,
especificamente nos casos % e g . Conceituamos os limites fundamentais, trigonométrico e
exponencial, essenciais para a resolucao de limites envolvendo as funcdes trigonométricas e
exponenciais. Finalizando a Unidade, vimos o conceito de continuidade de fun¢do e os

processos algébrico e grafico, que nos permitem discutir se uma fun¢do ¢ continua ou

descontinua num dado ponto em questao.
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Video Khan Academy

Limites e Continuidade de Fungao:

https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home

1.6 Aprendendo

1. Dado o grafico abaixo, pede-se determinar:

o a) lim g(x)
T—— —— e
X
1 2 3
Solucao
( N
J— _r J—
L ILe - |

b) lim g(x)

2. Calcular os limites usando o conceito de limite fundamental:

a) lim sen2x _ b) lim Ccos X _
x>0  3x x_>§ cotg x

Soluc¢ao

e a

C) lim g(x)

¢) lim (1+)**5 =



3. Determine o valor de k para que a fungo seja continua no ponto indicado, em cada caso:

3
4—x+x° sex<l X8 k22
a) f(x)= ,emx =1 b x)=< .2 _ , emx =2
) {9—kx2 sex>1 ) S =157 -4
k sex=2
Solucao
e N

— -.
L et
L J

4. Faga o esboco do grafico da fun¢do que atenda, simultaneamente, as condigdes:
a) 3 f(a) ; 3 limf(x) e f(a)=lim f(x)

b) 3 /(@) ; 3 lim f(x)

)3 f(a) ; 3 limf(x) e f(a)=limf(x)

5. Dadas as fungoes a seguir, verifique para qual valor de x ocorrera f(x):

(I) f(x) éindeterminada  (II) f(x) é descontinua  (III) f(x) ¢é valor imprdprio

! 2 3x—4 x2 —3x—-10
N=—> """ _ X A4 _ X" =3x-10
a)f (x=D(x-2) )f(X) x> +x% 2% K 700 x> —2x% —8x



Solucio:

4 N\

6. Dadas as fungdes a seguir, escreva a equacao das assintotas verticais e horizontais, quando

houver e, a seguir, faca um esbog¢o do grafico da situacao.

5 2x+1
a == b =
)y ) ) ¥y =
Soluciao
4 \

7. Dadas as fungdes a seguir, determine os valores de x, x € R, para os quais as fungdes sao

continuas:

a) f(x)=% b) f(x)=~2x-3+x ¢) f(x):3xx_4




1.7 Atividade Praticando

1. Dado o grafico a seguir, pede-se para determinar:
y

1 a) lim £ (x) b) lim f(x) c) lim f(x)
‘ ,/ 970 of(=D Hf@ ofD)

¥
-1 1 2

2. Calcular os limites usando o conceito de limite fundamental:

a) lim 22X _ 2 b) lim ¢) lim () =
x>0 3x 3 x>0 ]1—cosx x—oo "1+

senx —1gx

3. Determine o valor de k para que a fungao seja continua no ponto indicado, em cada caso:

ﬁ sex #—1 E sex =1
a) f(x)=9,2_1 ,em x= —1 b) f(x)=1x*>-1 ,emx=1.
k sex=-1 k sex=1

0sex<0

e analise a sua continuidade.
xsex >0

4. Faga o esbogo do grafico da fungdo f(x) = {

5. Dadas as fungdes a seguir, verifique para qual valor de x ocorrerd f(x):

(D) f(x) é indeterminada (II) f(x) é descontinua  (III) f(x) ¢é valor impréprio
a) f0) =2—— b) f(x) =

x2—4x3

x%+2x-8
x3—4x

6. Dadas as fungdes a seguir, escreva a equagao das assintotas verticais e horizontais, quando
houver, e a seguir faga um esbogo do grafico da situagdo.

_5-3x
x+1

5
a) y==— b) y
X



7. Dadas as funcdes a seguir, determine os valores de x, x € R, para os quais as fun¢des sao

descontinuas:

3

a) f(X)=xz—

+x—-6

b) f(x)=

5

x> —4x—12

X —

4

c) f(x)=xz_—

x—12



Unidade I

Derivadas |
Conceilos e
Regras
Operalorias

Nesta Unidade estudaremos o significado e o conceito de derivada de uma fungao,
abordando o conceito algébrico, como taxa de variacao da fung¢do, € o conceito
geométrico, como o coeficiente angular da reta tangente a curva num dado
ponto. Aprenderemos como derivar fungdes, seja usando a definicdo ou “regra
dos 4 passos”, e também como usar a “tabela de derivadas” de modo a conferir
maior agilidade ao processo. Veremos os casos especiais de derivacao, Uteis ao
derivarmos um produto ou uma divisdo entre duas ou mais fungdes, conhecidas
como “regra do produto” e “regra do quociente”. Veremos também a “regra da
cadeia”, necessaria ao derivarmos uma fungdo composta ou fun¢ao de fungao.
Estes serdo nossos objetos de estudo.
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2.1 Conceito Algébrico: Taxa de variacdo de funcio

Dada uma grandeza g, que expressa a area de um quadrado de lado x, temos que g(x)=x".

Vamos analisar o comportamento da grandeza g quando x assume valores no intervalo [2, 7]:

Entao:
Se x=2=g(2)=2".g(2)=4
Se x=7T=g(7)=7".g(7)=49 Graficamente, representamos:

1 2v)

£(7) =497

22 =4




A partir do grafico obtido, definiremos como Taxa de Variacdo Média da funcio g(x),
indicada por TVM, no intervalo [2, 7] a razdo dada pela variagdo da fun¢do no eixo y,
denominada Ay, pela variacdo da fun¢do no eixo x, denominada Ax e, matematicamente,

indicamos por:

_ Ay
TVMyopn = 2
Assim, temos que: TVMg (), | = @ = TVMgxy,, % = 4?5 = ?
TVM =2
9@ — 1

A TVM nos mostra que, para cada unidade de variagdo da funcdo g(x), ocorrida no eixo x,
ocorrerd 9 unidades de variacdo no eixo y, no intervalo [2, 7].
Genericamente, sendo f(x) uma fun¢@o e 4 uma variag¢ao ocorrida no eixo x num intervalo [a,b],

podemos escrever que:

— A
_ fleth-f(@ QGraficamente: d

TVMf(x)[a_b] = h . fix)

flath)————————-———~

fa)y

A partir da TVM, definiremos a Taxa de Variacio Instantanea (TVI) como o valor limite da
Taxa de Variagdo Média quando o valor 4, variacdo horizontal da fung¢do, for muito pequeno,
ou seja, tender a zero.

Matematicamente, escrevemos:

11 f(a+h)—f(a)

Definimos a Taxa de Variacdo Instantinea como a derivada da funcao f{x), existindo o

limite da fun¢do em questéo, e passaremos a indica-la por f'(x). Lemos: “efe linha de x”.



: : : h)-
Assim, matematicamente, escrevemos que:  f'(x) = }lllrr}) M

Desse modo, algebricamente, entendemos que a derivada de uma funcao nada mais € que sua
taxa de variacdo instantanea. Vamos um exemplo pratico de determinac¢do da derivada de uma
fun¢@o usando a definicdo, ou regra dos 4 passos. Para determinar a derivada pela defini¢ao,

ou regra dos 4 passos, em um ponto onde x = a fazemos:

Passo I: Encontrar f(a) e f(a + h)

Passo II: Encontrar Af, onde: Af = f(a+ h) — f(a)

Af _ flat+h)-f(a)
h h

Passo IV: Encontrar a TVI ou f'(a), onde:

Passo III: Encontrar a TVM, onde: TVM =

TVI = f'(a) = lim TVM = mw

E interessante notar que a regra dos 4 passos nada mais ¢ que os passos dados na constru¢ao do

grafico que definiu a taxa de variacdo de uma funcao

Solugdo:

:';I'_!I :
EIALE

Determinar a derivada da fungdo f(x) = 3x? — 5x + 4 no ponto de abscissa x = 2, usando a

definicdo ou regra dos 4 passos.



Solucio:
Para calcular f'(a), onde a = 2, a partir da definigdo algébrica de derivada, seguimos a regra

dos 4 passos:

I) Encontrar f(a) e f(a + h)

FD)=31)>=51)+4=2 ~ f(1)=2
FA+h) =3(1+h)*=51+h)+4 = f(1+h)=31+2h+h*)-5-5h+4

o fA+h)=3+6h+3h" —1-5h=3h*+h+2= f(+h)=3h> +h+2

II) Encontrar Af = f(a+ h) — f(a)

Af =f(1+h)—f(1) = Af=3h>+h+2-2 =~ Af =3h*>+h

Af _ flath)~f(a)

IMI) Encontrar TVM = P o

TVM =

A 3h2+h N . . .
Tf = (note que, para cada variagdo / ocorrida no eixo x , ocorrera 3h% +

h de variagd@o no eixo y)

IV) Encontrar TVI = f'(a) = }Li%w

Y .. 3h%+h ' _ .. hBh+1) _ ;. hBh+1) _ . _
vi=f'Q)=lim—— = f'(1) = lim—— —,{%H——}{%3h+1 3(0)

+1=1
ff)y=1

Ou seja, a derivada da fungdo dada em x = 1 serd 1.



Solugao:

¥ [m]
k=
e

L
2

Mais um exemplo de aplica¢do do conceito de derivada como taxa de variagdo de uma fung¢ao.

Determinar a derivada da fung@o f(x) = v3x + 1, em x=2, usando a definigdo:

Solugdio
D f(a)ef(a+h)

S =BR+1=NT ~ f@)=7

fQ+h) =B+ +1=NT+3h = fQ+h)=T+3h

I Af =fla+h) - f(a)

A =fQR+h)—-fQ)=T+3h=T - AF=T+3h-7

Af _ fla+h)~f(a)

1) 7V = A
h h
TVM=%=—“7+3’:_*/7 TVM=—“7+32’_*/7

fla+h)-f(a)

IV) TVI = f'(a) = lim ===

f'(2)—TV1—1im—m3h_\ﬁ—lim( 7+3h_ﬁ).(‘7+3h+ﬁ):nm 7+3h-7
= T 50 h 0 h (~/7+3h+\/7) h—)Ok(m_'_ﬁ)
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14

7@ =tim—— N 3 _ 3 3 1
0 H(JT+3h+7) POT+3h 407 JT+30)+47 T+d7 247 T

AOES,

Solugao:

~N
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2.1.1 Conceito Geométrico: Coeficiente angular da reta tangente a curva num ponto

A defini¢do de derivada é também motivada pelo problema de se encontrar a reta tangente a
uma curva em um ponto arbitrario. A palavra tangente vem do latim tangens, e significa “tocar”,

“encostar’”’.



Equacao da reta tangente a curva: para encontrar a equagao da reta tangente ao grafico de

uma funcdo y = f(x) em um dado ponto 4, vamos, inicialmente, considerar a inclinacao da

reta secante passando por 4 e B. Veja pelo grafico:

4

secante

fath)}—-——— — — —

tangente

fla+h-f@

O coeficiente angular (inclina¢do) da reta secante ¢ dado por: m,, =1g0 = P

Note que o coeficiente angular da reta secante ¢ igual a TVM. Supondo que a reta secante va

se aproximando da tangente, ou seja, que 4 — 0, a inclinacdo da reta secante m_, aproximar-

se-a da inclinacao da reta tangente m. Se a reta tangente existir, a sua inclinacao ¢ calculada

como o limite da reta secante quando % tende a zero:

m:tgezllljn})f(a"-hz_f(a)

Portanto, temos que o coeficiente angular da reta tangente serd igual a TVI, e definimos que “o
valor da derivada da fungdo em um dado ponto representa o coeficiente angular da reta
tangente a curva naquele ponto”. Note que a equagdo da reta tangente a curva por um ponto

P(x,,y,) € de coeficiente angular dado por m (da Geometria Analitica) ¢ igual a:

Y=Y, =m(x—x,) e,como méiguala f'(x,), temos que:

y=Yo=1"(x) (x—x)



Lembrando dos estudos em Geometria Analitica do 2° grau, sabemos que retas perpendiculares

sdo aquelas cujo produto dos coeficientes angulares ¢ igual a — 1, ou seja:

serls=m m=-1 -.m=——.

Assim, para obtermos a equagdo da reta normal a curva em uma abscissa x, basta fazer:

1
1 (%)

Y=Yo=— (x—x)

Vamos a uma aplicacdo do conceito visto: determinar a equagdo da reta tangente e da reta

normal a curva f(x) =3x> +4x+5, no ponto de abscissa — 1.

Solucio:

I) Célculo das coordenadas do ponto P(x,,y,):

Se x, =-1=y, =3(-1)* +4(-1)+5=4

S (=1, 4)

IT) Calculo da derivada da funcao:

Para derivar a fungao vamos usar a Regra Pratica em substituicdo a Regra dos 4 Passos.
Funcdes do tipo: f(x)=ax" terdo derivada:  f'(x)=n-a-x"", veja o exemplo:

F)=3"+4x+5" = f(X)=6x+4 = f(=)=6(-1)+4=-2 - f(-1)=-2

I1T) Calculo da equagdo da reta tangente:

Y= =1"(x) (x—x) = y-4=-2-(x+1)



Equacdo geral da reta tangente: 2x+y—2=0

Equacdo reduzida da reta tangente: y=-2x+2

IV) Calculo da equagdo da reta normal:

1
I'(%)

-1
Y=Yy =— (x—xp) = y—4:—2(x+1) oo 2y—=8=x+1

Equacao geral da reta normal: x—2y+9=0

Equacgao reduzida da reta normal: y = % X +%

Esbogo do grafico da situagao:

flz)=322+4z+5

reta normal 2z 4+y—2=20

reta tangente

Solugéo:

E!"El

“’h:




Para saber mais: Biblioteca Pearson

FERNANDES, D. B. (Org.). Calculo diferencial. Sao Paulo: Pearson Education do Brasil,
2014. p. 55. Disponivel em: https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/22092.
Acesso em: 02 jul. 2021.

FLEMMING, D. M.; GONCALVES, M. B. Calculo A: fungdes, limite, derivacao, integragao.

Sdo  Paulo:  Pearson  Prentice  Hall, 2006. p. 116. Disponivel em:
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/748. Acesso em: 02 jul. 2021.

THOMAS, G. B. et al. Calculo, volume 1. 12* ed. Sdo Paulo: Pearson Education do Brasil,
2012. p. 117. Disponivel em: https:/plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/3376.
Acesso em: 02 jul. 2021.

2.2 Regras de derivacio de funcoes usuais

Calcular a derivada de uma fun¢do usando a defini¢do ou regra dos 4 passos é bastante
trabalhoso e, em alguns casos, impossivel nesse estagio de conhecimento. Desse modo, vamos
estudar o que chamamos de regras de derivagdo ou “férmulas” que permitem determinar a

derivada de uma funcdo de modo bastante pratico.

Considerando que: f = f(x), u = u(x), v = v(x) , k,a,n = c¢**, e = 2,7182 ... niimero

de Euler, temos que:

1. Derivada de uma constante: f(x) =k = f'(x) =0

e f(x)=—-1 = f'(x)=0

2. Derivada de poténcia: f(x) = kx" = f'(x) =k-n-x""1 comn€Z}

o f(X)=—4x*+7x—-1=>f(x)=—4-2) x>1+7- (1) - x*"1=-8x+7 =~
f'(x) =-8x+7

| w

1 1 3
o f)=3%x = f'(x)=3x+=3 .i.xrl = %x‘z o f1(x0) :%x—

3. Derivada da soma ou diferenga entre duas ou mais fungoes: f(x) =utv =

f@=uty



e f(x)=5x*—-3x3+2x>—x = f'(x)=20x3—-9x%>—-1

4. Derivada da fungdo composta, g(x) =a - f* = g'(x)=a-n-f" - f(x)

e gx)=2(x>-3x2+5x)* = g'(x)=2-4-(x3—3x%>+5x)3(3%2 + 6x + 8)

g'(x) =8(3% + 6x + 8)(x® — 3x% + 5x)3

5. Derivada do produto de duas ou mais fungdes: f(x) =u-v = f(x)=u" -v+u-v

e f(x)=0Bx?-5x)-(x3+2x) =
f'(x) = (6x —5) - (x3+ 2x) + (3x? — 5x) - (2x? + 2)

(Podemos efetuar ou ndo o produto entre os polindmios.)

u' v—u-wr

6. Derivada da divisdo entre duas ou mais fungdes: f(x) = % = f'(x) = =
_ 3x2-5x _ (6x—5)(x3+2x)—(3x%—5x)(3x%+2)
¢ f(x) T x3+2x = fl(x) - (x3+2x)2

(Podemos efetuar ou ndo o produto e buscar simplificacao algébrica.)

7. Derivada da fungdo exponencial de base e: f(x) =e* = f'(x) =u'-e"

o f(x)=e*"F = fl(x)=(8x—3) e

8. Derivada da fungéo exponencial: f(x) =a* = f'(x)=u'-a%-lna coma>0,a #

l,a+e

o f)=5 = fi(x) = (627 +3) 57 . In5



!
. . . u
9. Derivada do logaritmo neperiano: In |[u| = f'(x) = "
6x%+12x-3
2x34+6x2-3x+7

e f(X)=In2x*+6x2-3x+7) = f'(x)=

u'-logge u’

ou f'(x) =

10. Derivada do logaritmo de base a: log, |u| = f'(x) = " —a

11. Derivada da fungdo exponencial composta: f(x) = u”
= f'fX)=u -v-ut+v -u’ lnu

o f(x) = (x?+3x)?*1

= f'(x) = 2x+3)2x — 1)(x2% 4+ 3x)@ 2 4 (2) - (x% + 3x)@* D . In(x2 + 3x)

E interessante observar que todas as regras de derivacio sdo obtidas a partir da aplicagio
da definicdo de derivada na fung¢do em questdo, ou seja, aplicamos a regra dos 4 passos na

funcdo e assim obtemos sua derivada.

A seguir, apresentamos uma tabela resumida das derivadas e suas fun¢des mais usadas. E

interessante conhecer a tabela para maior facilidade na resolucao dos problemas propostos.

Funcao Derivada
. f(x)=k f'(x)=0
2. f(x) = kx™ i) =k-n-x"1
. f)=uztv ffx)y=u"+7
4. gx)=a-f" gx)=a-n-frt.f
5f(x)=u-v flfey=u-v+u-v
6. f(x) =% £ = u’~vv—2u~vr
7. f(x) =e" (e = n2 Euler) fl(x) =u"-e*
8. f(x)=a" (a>0ea=+1) f'(x)=u"-a*-Ina




9. f(x) = In|ul fl(x) = ”;

10. f(x) = log, |u 1y — 4 logae ey — Y
f(x) = logq |ul () =228 ou f1(x) = ——

11. f(x) =uY ffx)=u -v-u’t-+v-u’-lnu

12. f(x) = senu f'(x)=u"-cosu

13. f(x) = cosu f'® =~ - senu

14. f(x) =tgu f'(x) =u - sec?u

15. f(x) = cotgu f'(x) =u' - cosec?u

16. f(x) = secu f'(x) =u' - secu - tgu

17. f (x) = cosecu f'(x) =u' - cosecu - cotgu

Solugéo:

e

R

Para saber mais: Biblioteca Pearson

FERNANDES, D. B. (Org.). Calculo diferencial. Sao Paulo: Pearson Education do Brasil,
2014. p. 67. Disponivel em: https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/22092.
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SIBI — UNITAU
Spiegel: Manual de Tabelas e Formulas Matematicas

https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788540700567




2.2.1 A Regra da cadeia

Antes de explicarmos a regra da cadeia, ¢ importante conhecer outra forma de indicarmos a

derivada de uma fun¢ao, usando a notagdo de Leibniz . Seja e y = f(x), podemos indicar a

dy
dx ’

derivada de y como: f'(x) =
Desse modo, considerando duas fungdes derivaveis f e g,ondey = g(u) e u = f(x), temos
que, para todo x tal que f(x) pertenga ao dominio de g, podemos escrever que y = g(u) =
glf (x)], ou seja, podemos considerar a fungdo composta (g o f)(x).

De modo pratico, sendo y = (x? — 5x + 8)°, podemos entender y como a composi¢io das
fungdes y = g(u) = u® eu = f(x) = x? — 5x + 8. Desse modo, a regra da cadeia nos dara
a derivada da funcdo composta g o f, em termos das derivadas de f e g. Para facilitar a

compreensdo, vamos definir a regra da cadeia usando a notaciao de Leibniz:
. dy du . ~ ~
Sey=g(u) e u= f(x) e as derivadas . © - existem, entdo a funcdo composta que y =

glf (x)] tera derivada dada por:

d d d I} ’ 1
T=22 ou y'(x)=g'w f'®

Para saber mais: Biblioteca Pearson

FLEMMING, D. M.; GONCALVES, M. B. Calculo A: fungdes, limite, derivagao, integragao.
Sao  Paulo:  Pearson  Prentice  Hall, 2006. p. 139.  Disponivel  em:
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/748. Acesso em: 02 jul. 2021.

Na pratica: sendo y = (x? — 5x + 8)° , determinar sua derivada, ou seja, encontrar y’, ou

. . d
ainda, determinar ﬁ.

Solu¢do: Sendo:u =x%2—-5x+8 =y=yu)eu=u(x) - y’:Z_z.Z_Z
Sendo: u = x2—-5x+8 = Z—Zzu’=2x—5. Como: y = u® =>Z—Z=y’=6u5

dy du

——=6u’-(2x—-5) = ¥y =6(x*-5x+8)° (2x - 5)

entdo, temos que: y' =

(regra 4)
y' = 6(2x — 5)(x? — 5x + 8)°



Solugao:

Elﬁlil

T
TS

-

2.3 Regras de derivacio para produto e quociente de fung¢oes

Derivada do produto entre fungdes: sejam as fungdes f = f(x) e g = g(x) com h = h(x),
definida por h(x) = f(x) - g(x). Se existirem f'(x) e g'(x), entdo:

W) =f'(x)-g&) +f(x)-g'(x) (regra5)

Para saber mais: Biblioteca Pearson
FLEMMING, D. M.; GONCALVES, M. B. Calculo A: fungdes, limite, derivagdo, integracao.
Sdo  Paulo:  Pearson  Prentice  Hall, 2006. p. 135. Disponivel em:

https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/748. Acesso em: 02 jul. 2021.

Veja um exemplo de aplicagdo da formula: seja f(x) = (2x* — 3x) - (x3 + x?), determinar

. . . . dy
sua derivada, ou seja, encontrar f'(x), ou ainda, determinar -



Solucio:
u=2x*—=3x)| v=2x3+x? usando regra 5: f(x) =u-v
= ffx)=u -v+u-v
u' =8x3-3 v' = 3x2 + 2x | temos que:
f'(x) = (8x3 —3)(x® + x2) + (2x* — 3x)(3x% + 2x)

o fl(x) = (8x3 — 3)(x3 + x2) + (2x* — 3x)(3x? + 2x)

(Podemos efetuar ou ndo o produto entre os polindmios.)
Solugdo:
( N

RG]
L

od
T

Derivada do quociente entre fungdes: sejam as fungdes f = f(x) e g = g(x) com h = h(x)

, definida por h(x) = % . Se existirem f'(x) e g'(x), entdo:

W (x) = [ x)g(x)-f(x)9'(x)

POE (regra 6)

Para saber mais: Biblioteca Pearson

FLEMMING, D. M.; GONCALVES, M. B. Célculo A: fung¢des, limite, derivacao, integracao.
Sao  Paulo:  Pearson  Prentice  Hall, 2006. p. 136.  Disponivel em:
https://plataforma.bvirtual.com.br/Acervo/Publicacao/748. Acesso em: 02 jul. 2021.

Veja uma aplicagdo da regra: encontrar f'(x), ou ainda, determinar Z—z , dado que f(x) =

3x*—5x
x2—4x+2 "




Solucio:

u' - v—u-wr

u=3x*—-5x | v=x?—4x + 2| usando regra 6: =>f(x)=% = fl)=—F

. 3 ;L _ Y _ (12x3-5)(x?—4x+2)—-(3x*—5x)-(2x—4)
u'=12x> -5 |v' =2x -4 temos que: f'(x) = Z—ax12)?

- _ (12x3-5)(x?—4x+2)—(3x*—5x)-(2x—4)
~ f () = (x2-4x+2)2

(Podemos efetuar ou ndo o produto e buscar simplificacao algébrica.)

Note que, para facilitar a escrita, ¢ comum chamarmos as fun¢des dadas de u,v , h, t
sem escrevermos o parénteses e a variavel x. Desse modo, a notagao fica mais leve e o

trabalho torna-se mais pratico.

Para saber mais: SIBI — Unitau

Ayres: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788565837446
Hoffmann: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/978-85-216-2909-2
Avila: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/978-85-216-2128-7
Stewart: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788522126859
Anton: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788582602263
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Videos:

Khan Academy: https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home
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Para entender e saber fazer uso dos conceitos estudados em Calculo Diferencial e
Integral 1, siga os passos ¢ seja feliz:

1. Procure entender a teoria desenvolvida, se familiarize com as notagdes usadas e
perceba o desenvolvimento da memoria de calculo necessaria para a resolugao dos
exercicios. Esses sdo itens fundamentais para a apreensdo dos conteudos estudados.
2. Lembre-se dos conceitos estudados em Pré-Calculo. Eles sdo a base para a resolugao
dos problemas propostos.

3. Tenha ordem na resolucdo dos exercicios propostos, concatene de forma adequada
a logica necessaria e use adequadamente as notagdes pertinentes ao Calculo.

4. Faca exercicios, resolva varios exercicios, resolva muitos exercicios... Somente
assim vocé desenvolvera habilidades algébricas e aprimorara a 16gica necessaria para
resolvé-los com relativa facilidade.

5. Leia os livros relacionados no e-book que foram listados e encontre aquele que
melhor se adapta a vocé. Minha sugestdo recai sobre Stewart, Tomas, Anton,
Flemming e Ayres, sem demérito aos demais relacionados.

6. Assista as videoaulas produzidas para o curso.

7. Participe do “Plantdo de Duvidas” que ocorre todo sabado as 14h30.

~

2.4 Sintese da Unidade

Nesta Unidade estudamos o conceito de derivada de uma fungdo. Vimos como derivar uma

funcdo usando a defini¢do ou regra dos 4 passos, como derivar fungdes usando a tabela de

derivadas e discutirmos os conceitos algébrico e geométrico da derivada. Dentre as regras de

derivagdo, vimos que trés delas sdao muito importantes: a derivada da fungcdo composta, onde

devemos empregar a regra da cadeia, além das derivadas do produto e do quociente de fungdes

que possuem procedimento especifico. Como recomendacdo final, reitero a necessidade da

resolucao de exercicios, pois somente desse modo vocé tera sucesso em Célculo.
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Célculo: Um curso moderno e suas aplicagdes
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Aplicativos Graficos

Geogebra: https://www.geogebra.org

Graphmatica: http://www.graphmatica.com/

Microsoft Mathematics: https://microsoft-mathematics.br.uptodown.com/windows




Video Khan Academy
Limites e Continuidade de Funcao:

https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home

2.6 Atividade Aprendendo

1. Usando a defini¢do, ou regra dos 4 passos, determinar a derivada da fun¢do f(x) = 4 — x?

e, em seguida, f'(—3).

Solugao:

4 )\

2. O namero de galdes de 4gua em um tanque ¢ minutos depois de iniciar seu esvaziamento ¢
dado por Q(t) =200(30 — l‘)2 . Determinar:
a) A taxa de variacdo instantanea de esvaziamento do tanque quando ¢ =10 minutos.

b) A taxa de variagdo média de esvaziamento do tanque durante os primeiros 10 minutos.

Observacao: 1 galao tem 3,79 litros.

Solugﬁo:

OO0
I'-'I-”*ﬂ
Eh-h




3. Determinar a equagio da reta tangente e da reta normal & curva f(x)=-2x"+5x no ponto

de abscissa 3, representando graficamente a situagao.

Solugao:

551

fx)
a) f'(=2) b) /(=) ¢) /'(0) d) /'
e) /'(2) B /3 g f(x) VeR|-2<x<-I

h) f'(x) VeR|-1<x<l1 1) f'(x) VeR|x>1

A VeR|x<-1 ) f'(x) VeR|x>-1

Solugao:

( )

e =]

[
Tgv
B i




X

5. Determine a equagdo da reta tangente e da reta normal a curva y =e' "no pontos A =(-11)

e esboce o gréfico da situagao.

Solugao:

6. Quais as coordenadas do ponto pertencente a curva f(x)=x> —3x—4 , em que a reta tangente

¢ paralela ao eixo Ox ?

Solugdo:

4 N\

TR

[

7. Calcule a derivada de cada uma das fungdes abaixo usando as regras operatérias:

3
a) f(x)=8 b) g(x)=x>+x-5 c) y:%_4 d) y:e3x2+2x—l

€) £(t)=In(5 —3¢%) f) £(x)=cos(2x” +x) g) y =sen(5x* +3) h) y =2-(5x" +4x)*

) 0=t Dvo=a-n-areyt ) y=3Yx m) y=7x"

n) g(x)=sen(wx+@—LPa) 0) y=+1-cos2x p) y=x.sen4)c+e)‘2 +3x6—l+18x—7+1t12x
X



Solugdo:

A

i g T
: N
ﬁb‘_ dJ

8. A posi¢do de uma particula ¢ dada por s(¢) = 203 — T2 +46+1, 120, (SI) . Pede-se para
determinar:

a) As fungdes v(¢) e a(t) que representam, respectivamente, velocidade e aceleragao.

b) A aceleragdo depois de 1s.

c) A aceleracdo no instante em que a velocidade € zero.

Solugao:

2.7 Praticando

1. Encontre a equacdo das retas tangente e normal a curva f(x)=-x>+6x—4no ponto P de

ordenada 4. Faca o esbogo do grafico da situagao.

2. Qual a curva y(x) que atende as condi¢des: y'(x)=15x>—6x+2 e yp()=5.
3. Qual deve ser o valor de x para que a derivada de f(x)= iz valha — 2?
X

4. Calcule a derivada de cada uma das fungdes a seguir usando as regras operatorias:

5
¥ y= @iij b) y =e**.cos3x ¢) y=(x—x)" d) y=x3.¢ 25



X3

f) y=e2* 3sen2x g) y=sec/x—1 h) f(x) =3/(2x* = 3)*

e) y —el™

5. Dado que f(x)=x’+2x+10, verifique se a reta tangente a curva no ponto x =3 ¢ crescente

ou decrescente.

6. A fung@o s(r) = —16¢* + 3¢ + 385 d4 a altura em que se encontra uma pedra no instante z quando

esta cai sobre o solo. Em que instante 7 a pedra tocara o solo? Qual serd a velocidade da pedra

quando tocar o solo?

7. Dado o grafico abaixo, determine ou avalie o possivel valor do que se pede:

Ay a) g4 b0 og@  d) g
; g(x)

fx ©) g2 DB g gk VeR|-4<x<0
‘65':‘ {—2 2§ : f6 x
-5

h) g'(x) VeR|0<x<4 1) g'(x) VeR|x>4
J) g(x) VeR|x<-4 D) g'(-2)
m) g'(-6) n) g'(6)
Solugao:
e N
EE
".F-h ;'ﬁ':!
[w] o2




Unidade Il

Derivadas |
Aplicacoes das
Derivadas

Nesta Unidade, estudaremos a derivacdo implicita, aplicada especificamente
quando ndo conseguimos, em uma funcao, explicitar uma varidvel em fungao
de outra. Veremos o que seja derivagdo sucessiva ou derivagdo superior de uma
funcdo e, aplicando a Regra de L’Hopital, resolveremos problemas de limites
usando derivadas, o que facilita o processo sobremaneira. Estudaremos, nas
aplicagdes das derivadas, o que comumente se chama de problemas de otimizagao,
ou maximos e minimos de fun¢des, nos permitindo analisar uma fun¢do qualquer
sobre eventuais valores maximos, minimos ou de inflexdo, ponto no qual uma
funcdo muda sua concavidade. Tal estudo ¢ relevante no esbogo de graficos de
fungdes desconhecidas, além de permitir, a partir do modelamento matematico
de um problema real, a tomada de decisdo sobre questdes que envolvam, por
exemplo, lucro maximo ou custo minimo.



Fonte: Freepik

3.1 Derivacio Implicita e Derivacido Superior

Chamamos de derivacio superior as sucessivas derivadas de uma mesma fungao, ou seja, a

segunda derivada de uma fun¢do f(x), indicada por f"'(x), lé-se “f duas linhas de x”, e
significa derivar a funcdo f(x) duas vezes sucessivamente. De modo semelhante, determinar

/777 significa calcular a terceira derivada da fungao f{x). assim, para obté-la, devemos derivar a

funcado f'(x) trés vezes sucessivamente.
Veja sé: Se f(x)= —4x° +3x° = 2x+1, determinar ().

Solucio:

Sendo f(x)=—4x’ +3x’ -2x+1 = f'(x)=-20x"+9x" -2 = f"(x)=-80x +18x

5 f"(x) = —240x% +18

: . d ... o
Notagao de Gottfried Wilhelm Leibniz: a notacao . foi implementada por Leibniz no séc.
X

XVIII, sendo equivalente a notagdo “linha”, com a vantagem de indicar com clareza em relacao



a qual variavel a fun¢do sera derivada, além de facilitar a percep¢do de quantas vezes devemos

derivar a mesma fungao em relacdo a uma dada variavel.

. df . . N , . oy .,
A notacdo —- indica que a funcao f'sera derivada “n” vezes em relacdo a variavel x, nas “n”
dxm

vezes.
Ve _ 45 a3 d’f
eja um exemplo: dado que f(x)=—4x"+3x" —2x+1, calcular o
X
Solucio:
5 3
Sendo f(x)=—4x° +3¢ ~2x+1 = Y _dEAT I —2x+D) _ Hh4 92 9
dx dx
2 4 2 3. o3
d(20x 19 =) oos o d(B80°+18x) _ 0o o

dx’? a dx’

3

. . d
Mais um exemplo: dado que f(x) = e*x™ , determine d—x’; .

Solucio:

Fazendo: f(x) = u - v para usarmos a regra da derivada do produto de duas fungdes, e usando
a notacao “linha” para descarregar a escrita:

ff)=u -v+u-v

= ") =u"-v+u - v+u-v+u-v o f')=u"-v+2u v +u-v

= ") =u"-v+u" v +2-u" vV +2-U v +u v +u-v”

a ") =u" v +3-u v +3u v +u v ou

d3 d3u d?u dv du d?*v d3v
—f=—-17+3~—~—+3~—~— 0 5,
dx3 dx3 dx3 dx dx dx? dx3

@D Determinando as derivadas de u = e* e v = x", temos:



u=e V=X

du _ x L

dx dx

d?u x d?v n—z

E—e ﬁ—n-(n—l)x

d3u x d3v _
—_— = —_ = . —-1) - -2 n-3
ol el L (n )-(n )x

Assim, substituindo em (I), temos que:

3
Z_x£ =e* x"+3e*nx""! +3e* n(n — Dx"? + e*n(n — 1)(n — 2)x" 73

Solugao:

. J
AL arf . _ Lax

Faga vocé: obter —, dado que: f x)=e

Solugao:

- N

[=]

o

.
o

%
o




Denominamos derivagdo implicita o processo usado quando, ao tentarmos derivar uma fungao,
ndo conseguimos isolar uma das varidveis no primeiro membro, como pode ser percebido na
equagio x> — xy + y* = 1. Note que, no caso, ndo é possivel isolar a variavel y no primeiro
membro da equacgdo, isto €, ndo conseguimos colocar a equacdo na forma y = f(x). Desse

. d U
modo, para determinar é , usaremos derivagdo implicita.

E importante notar que a derivagao implicita requer quatro passos, a saber:

WMy,

1. Derive ambos os membros da equagao em relacdo a variavel x, considerando y como

uma funcao derivavel em x, portanto, ao derivar y, faremos uso da formula 4 da nossa tabela.
~ B ay . . .
2. Agrupe os termos que contém y’ ou — no primeiro membro, € os demais, no segundo
dx ’
membro da equacao.
. , o d . N
3. Isole, usando fatoragdo, y’ ou é no primeiro membro da equagdo, passando os
demais para o segundo membro.
, . d
4. Encontre y’ ou =
dx
Voltando a equagdo dada inicialmente e encontrando sua derivada.

Dado que x> — xy + y* = 1, determinar Z—z.

Solucio:

x3 —xy +y3=1 derivando cada um dos termos em relagdo a variavel x, vem:

2_(1. L4y cy2 Y 2 _ oy W32
3x“—(1-y+x dx)+3 Yo 0 =>3x“—y—x dx+3 ye— 0
P32 W 3,2 o 2) =y — 32
= xdx+3y ol 3x =>dx( x+3y°)=y—3x
d_y_y—Sx2
dx  3y2—x
Solugdo:
4 )




Vamos a mais um exemplo: dado que 3x?y3 + 5xy = —3y + 2, encontre Z—z.
Solucio:
3x%y3 + 5xy = —3y + 2, derivando cada um dos termos em relagio a varidvel x, vem:

6xy3 + 3x23y22—z+ 5y + SxZ—z = —32—2;+ 0 = Z—i{’(9x2y2 + 5x + 3) = —6xy> — 5y

dy _ —6xy3-5y
dx  9x2y2+5x+3

Solugao:

4 )\

[=]
=
L5

ke
7
o

:
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3.2 Regra de L’Hopital

i G _

O célculo de limites que gera indeterminacdes do tipo hmﬁz9 = ,
x—a g(x o0

x—a g(x) 0

realizado na Unidade I, pode ficar muito mais simples utilizando-se o Teorema de L "Hopital,



JS(x)

de Guilluane Frangois Antoine, Marqués de L’Hopital (1661-1707), que nos diz: se m —— )
g(x

. 0 o0 R ., . .
¢ da forma — ou —, entdo f'e g podem ser substituidas por suas respectivas derivadas, para o
o0

calculo do limite. Obs.: para os casos em que f ou g sdo do tipo ,/ f(x) com x — o0, tomar o

termo de maior valor dentro do radical.

Veja a demonstracao do Teorema de L’Hopital:

: 0
Se lm —— /(%) onde f(a)=0 ¢ g(a) =0 entdo, im —= S _ = — sera indeterminado.

x—>a g(x) x—a g(x)

Graficamente, temos:

AY a Y

T

f(x)
Q(LA
a
a Lal
s€ f(a)=0 / seg(a)=0

Temos que: T; =tangente a curva f em x =a T, = tangente a curva gem x = a

A £

£

Determinando a equacdo das retas tangentes T e T, usando formula y—, = f" (X, )(x — X,) .
EmTi: (a f(a)) = y-f(a)= f'(a)x—a), como f(a)=0, temos que:
y=0=f'(a)(x—a) ~ y=f'(a)x—a) (I)

Em T2: (a, g (a)) = y—g(a)=g'(a)(x—a), como g(a) =0, temos que:

y-0=g'(@x-a) ~ y=g'(a(x-a) (II)

Substituindo (T) e (IT) em lm —— S(x) , teremos: lim —— f (x) f (@)(x /l ) _ M
e g(x) B T g@eA) e g@



Isto é: f(x) e g (x) s@o trocadas por suas derivadas quando f(x) e g (x) tendem a zero para

o calculo do limite.

2 —_—
Aplicagao pratica: calcular Lm al 4.
>2 x4 2

Solucio:

x* -4

x>2 x+2

- % =7 (indeterminagio).

2
Aplicando L’Hopital, temos: lim x4 = lim E - _2( 2)_ _
x>-2 x+2 x—>-2 1 1

3
. . ) x +1
Mais um exemplo: determinar lim —— .
-1 y.sen(x +1)

Solucio:

lim x +1 (=1’ +1 —1+1
1 = =
= xsen(x+1) (—Dsen(—1+1) (—1)sen(0)

= % =? (indeterminacdo). Aplicando L’Hopital,

temos:

, x +1 , 3x° 3(-1)°
lim =lim =
—>ly.sen(x+1) ~>11l-sen(x+1)+x-cos(x+1) 1-sen(—1+1)+(—1)-cos(—1+1)

X +1 3 ; x +1

im— = =
w-lxsen(x+1) -1 -1 x.sen(x +1)
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3.3 Maximos e Minimos de Func¢oes

Considere uma fung¢ao fdefinida em um intervalo aberto ]a, b[ . Diremos que a fungao fadmitira
um valor maximo local em um ponto x, € |a,b[ se existir um valor o > 0 de tal modo que
f(x) < f(xy) para qualquer x tal que x, — a < x < xy + a. Analogamente, diremos que a
fun¢@o f'admitird um valor minimo local em um ponto x, € ]a,b|[, se existir um valor o >0
de tal modo que f(x) = f(x,) para qualquer x tal que x, — @ < x < X, + a. E interessante

notar que Jxo — a; xo + al € la;bl.



1y mdximo local

fx)

1-a,5 0 0,5 1 1,5 F]

| X
|
|
|
|

o

minimo local

Maximos e minimos locais em uma f(x).

Diremos também que a fungdo f admitird um valor maximo absoluto ou global se para algum
valor x, € [a,b] tivermos f(x) < f(x,) paratodo x € [a; b], ou seja, o valor de f (x,) é maior
ou igual a todos os outros valores de f (x) para qualquer x [a; b]. De modo anélogo, a fungao f
admitird um valor de minimo absoluto ou global se para algum valor x, € [a, b] tivermos
f(x) = f(x,) para todo x [a; b].

E interessante notar que, caso saibamos para quais valores de x a fungio f é crescente e para
quais valores ela ¢ decrescente, saberemos se ela admitird ou nao um maximo ou minimo local,
relativo ao ponto estudado.

Vamos analisar os graficos a seguir e determinar para quais intervalos do dominio ocorre
crescimento e decrescimento da fungdo, bem como para quais valores de x a fun¢ao atinge valor

maximo ou valor minimo, aos quais chamaremos de extremos locais ou pontos criticos.

Seja a fun¢do f'dada pelo grafico: fe9

S

I
|
I
|
|
|
|
I
I
|
I
I
I
I
I
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|
|
|
|
I
i
|
I
|
I
I
I
I
i
+
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-

X

1 ) . % % b
Tragando as retas tangentes a curva f (x)} ao longo do eixo x, no intervalo ]Ja ; b[ temos:




Analisando o grafico, podemos concluir que:

e Nos pontos A, B e D temos que: f'(x,)=0, f'(x,)=0 e f'(x,) =0, pois as retas tangentes

a curva sao paralelas ao eixo x.

e 4 ¢ um ponto de mdaximo local em x, e a curva f muda de crescente para decrescente, ou

ainda, o sinal de f'(x) muda de + para —, sendo que, em x,, temos f'(x;) = 0.

e B ¢ um ponto de minimo local em x,, € esse ponto marca a mudanga de decrescente para

crescente € o sinal de f'(x) muda de — para +, sendo que emx, temos f'(x,) = 0.

¢ D ndo ¢ ponto de maximo nem de minimo, pois em sua vizinhanca hé valores que suplantam
D e outros que sdo inferiores a D. Note que ndo ha mudanga de sinal da derivada f'(x) em

torno de D. D ¢ chamado de ponto de inflexdo, ou seja, em D a curva muda sua concavidade.

e C ¢ também um ponto de mdximo local em X; e marca a mudanca de sinal da derivada de

f'(x) que, neste caso, muda de + para — embora, nesses ponto X;, a derivada seja inexistente.

e M e N também sdao chamados de minimos locais.



Feita a andlise, podemos concluir o que chamamos de Teste da Primeira Derivada.

Em um ponto critico (valor de x em que a derivada é zero) x = k:

1. Se f'(x) ¢ negativa a esquerda de & e positiva a direita de £, entdo f'(x) possui um minimo

local em k.

2. Se f'(x) é positiva a esquerda de k e negativa a direita de k, entdo f'(x) possui um mdximo

local em k.

3. Se f'(x) possui 0 mesmo sinal em ambos os lados de &, entdo temos um ponto de inflexdo

ou mudanca de concavidade na fungao.

Solugao:

4 )\




L 2 4 )

Sobre crescimento e decrescimento de fungdes: a primeira e a segunda derivadas de
uma funcdo fornecem informagdes uteis para se determinar a forma de seu gréafico.

Analisando o valor da primeira derivada de uma funcio f (x), é possivel definir se ela é

crescente ou decrescente ao longo de um intervalo, pois se X, > X, = f(x,) 2 f(x,) =

f(x) é crescente, e se X, >X, = f(x,) < f(x,) = f(x) é decrescente. E util lembrar

também que f’'(x) representa o coeficiente angular da reta tangente a curva f(x) no
ponto x e que se o coeficiente angular for positivo, o angulo entre a reta tangente e o
eixo x serd menor que 90°; sendo o coeficiente negativo, o angulo entre a reta € o €ixo x
serd maior que 90°. Temos também o que chamamos de critério da segunda derivada,
para a identificagdo de valores de méximos ou minimos locais de modo mais pratico que
o critério da vizinhanca. Analisando o valor da segunda derivada da fungao f(x)

podemos afirmar se um dado valor £ ¢ um maximo ou minimo.

N /

Vamos a uma aplicagio pratica do conceito estudado: dada a fungdo f(x) = 2x3 — 3x% —
12x + 13, determinar as coordenadas de seus pontos criticos e identifica-los, determinando
também para quais valores de seu dominio a funcao sera crescente ou decrescente.
Solucio:
Os pontos criticos de uma fun¢do sao aqueles em que o valor da derivada no ponto ¢ igual a
zero, ou seja, f’(x) = 0 ( a reta tangente € paralela ao eixo x).
(I) Determinar a derivada da func¢do:

Se: f(x) =2x3—3x2-12x +13 = f'(x) = 6x% — 6x — 12

(IT) Determinar os pontos criticos, igualando a derivada a zero:

6x2—6x—12=0 = x;,=-1; x,=2



(IIT) Analise da vizinhanga dos criticos:

>0 f® <o >0
+ + S + + N {em x = —1 temos um maximo
o o em x =2 temos um minimo

-1 2

(IV) Calculo das coordenadas dos criticos e identificacao:
Se: x=—-1 = f(-1)=2(-Dx3-3(-1)?-12(-1)+ 13 = f(-1) =20

Assim, em (—1,20) temos um ponto de maximo local.

Se: x=2 = f(2) =2(2)x* —3(2)2 - 12(2) + 13 ~ f(2) = -7
Assim, em (2, —7) temos um ponto de minimo local.
(V) Analise do comportamento da fungao
No intervalo ] — o0 ; —1[ f(x) seré crescente
Nointervalo ] — 1; 2[ f(x) sera decrescente

No intervalo ]2 ; +oo[ f(x) seré crescente

(VI) Grafico da func¢do validando os resultados obtidos:

(~1,20)

f(x) = 2x% — 3x? —12x + 13

2-7



Solugdo:

Ve

[=]&

£l

ik
11

—
e
e

;

[

Recomendo  fortemente o uso dos aplicativos graficos Graphmatica

(http://www.graphmatica.com/) e Geogebra (https://www.geogebra.org/) para a validacao dos
resultados obtidos, pois, além de confirmar os acertos e apontar eventuais erros, permitem

melhor compreensao dos conceitos estudado.

L 2 4 >

Critério da segunda derivada: para analisar uma funcdo sobre a existéncia de
maximos € minimos locais, podemos usar, além do critério da vizinhanga, usado para
a resolucdo do exercicio anterior, usar o critério da 2* derivada, ou seja:

sejam f(x) uma funcdo derivavel num intervalo ]a ; b[ e k um ponto critico neste
intervalo, isto é: f'(k) =0, com a <k <b. Se f(x) admite f"(x) (segunda

derivada) em ]a ; b[, temos:

e Se f"(k) <0 = f(x) admite maximo local em x = k
e Se f"(k) >0 = f(x) admite minimo local em x = k
e Se f"(k) =0 = o critério falha, devemos fazer a pesquisa na vizinhanga do

ponto

- J

Faca vocé: analise as fungdes dadas com relagdo a eventuais valores maximos e minimos locais,
quanto ao seu crescimento e decrescimento; identificar os pontos criticos dando suas

coordenadas e esbocar o grafico da situagao.



— 4 3 —
a) f(x) = 3x* —4x b) y=13
Solugao:
4 )\
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3.3.1 Problemas de otimizacao

Denominamos problemas de otimizag¢do aqueles em que devemos determinar os valores
extremos de uma fung¢do, ou seja, 0 maior ou o menor valor que uma fun¢do pode assumir em
um dado intervalo. Problemas de otimizagdo sao bem comuns e, geralmente, surgem quando
precisamos determinar o nivel de produgdo mais econdémico em uma linha de producao, ou as
dimensdes de uma caixa para que ela comporte volume méximo, ou a altura maxima alcancada
por um projétil, ou o custo minimo na producao de um dado produto etc. Nota-se, pelo exposto,
que a solucao de tais problemas passa pela analise do comportamento da fun¢ao que o modela.
Assim, para resolvermos tais problemas, basta obter o modelamento matematico que descreve
o fendmeno e, em seguida, aplicar os conceitos estudados em “méximos e minimos de fung¢do”.
Vamos as aplicagdes. As solucdes comentadas dos problemas serdo no formato de videoaula
para facilitar a explicagdo e o entendimento. Aten¢do a memoria de calculo usada para a

obtencao das respostas.

Problema 1: Cortando-se um quadrado de lado x de cada um dos quatro cantos de uma folha
retangular de dimensdes 15 x 24 e dobrando-se os lados, formamos uma caixa sem tampa.
Determinar o valor da medida x, a ser cortada, para que, construida a caixa, seu volume seja

maximo.

Solugao:

Problema 2: Uma chapa de metal retangular de 30 cm de largura sera dobrada, de modo que
suas bordas fiquem perpendiculares ao fundo, formando uma calha. Quantos centimetros deve-

se dobrar de cada lado de modo que comporte volume maximo?



Solugao:

4 N\

Problema 3: Qual o maior valor possivel para a soma: senx +cosx ?

Solugﬁo:

iEI-"'EF'.;G

Problema 4: Um sitiante deseja construir um galinheiro, de formato retangular, usando 120 m

il.'ﬂ

.

lineares de tela que encontrou em seu deposito. Quais devem ser as dimensdes do galinheiro

para que ele comporte area maxima? Assista aos videos com as solugdes

IEI AIE
-|..-..
‘E'E

3.4 Sintese da Unidade

Nesta Unidade, vimos os conceitos de derivagdo superior e derivacao implicita. Estudamos o

Teorema de L’Hopital, muito util para o calculo de limites de funcdes que gerem



indeterminacdes. Aprendemos como analisar uma fun¢do em relacdo a eventuais valores de
maximos € minimos, conceito muito util no tragcado do grafico de fung¢des desconhecidas,
determinagdo dos intervalos em que a funcao ¢ crescente ou decrescente. Aprendemos também
o conceito de ponto critico € como determina-lo, fazendo uso das regras de derivagdo, e uma
das principais aplicacdo da derivada, ou seja, o problemas de otimizacdo. Recomendo
fortemente que vocé pratique, fazendo tantos exercicios quanto seja possivel. Leia as
referéncias bibliograficas elencadas ao longo da Unidade para que se familiarize com as
notacdes matematicas usuais € procure também resolver os problemas nos livros, cujos links

estdo em cada uma das subunidades desse e-book. Bons estudos.
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Calculo - Um curso moderno e suas aplicagdes:
https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/978-85-216-2909-2

Frank Ayres: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788565837446

James Stewart: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788522126859

Hoffmann: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/978-85-216-2909-2

Anton: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788582602263

Aplicativos Graficos

Geogebra: https:// www.geogebra.org

Graphmatica: http://www.graphmatica.com/

Microsoft Mathematics: https://microsoft-mathematics.br.uptodown.com/windows

Video Khan Academy

https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home

3.6 Atividade Aprendendo

1. Determinar as primeiras quatro primeiras derivadas de y = 3x’ +5x* +2x+2 usando a

notac¢ao de Leibniz.

Solugdo:

Ve

x 1d%y = dy
,encontre o valorde 4,onde A = =—+ ——4y
2 dx? dx

2.Sendo y = —3xe™*



Solugao:

|
=y
vt

ilm

a £*.l+
Ll
. J

. ~ . , . . da
3. Usando derivacao implicita, determine ﬁ , dado que x?y — xy? = 6.

Solugao:

. J

\/;—1 1-cosx

b) lim -
x>0 3x

5. Analisar as fungdes abaixo com relagcdo a eventuais valores de maximo, minimo e inflexao,

identificando-os, juntamente com suas coordenadas:



a) f(x)=—4x" +3x" +18x b) y=x’(x-12)’
Solugao:
4 N\

6. Uma caixa de base retangular sera construida, usando-se uma folha de cartolina de 40 cm de
largura e 52 cm de comprimento. Para a construcao da caixa, serdo cortados quadrados de cada
canto da folha de cartolina e, em seguida, dobrando-se as laterais perpendicularmente, os lados
restantes. Pede-se determinar a medida do lado do quadrado a ser cortado de modo que a caixa

construida tenha volume maximo; desprezar a largura da cartolina e eventuais perdas.

Solugdo:

7. Um agricultor pretende cercar dois terrenos retangulares, de dimensdes x e y, com um lado
comum em x. Considerando que cada um dos terrenos cercados devera ter 400m? de area, quais

devem ser as dimensdes dos terrenos para que a cerca tenha o menor comprimento possivel?



Solugao:

3.7 Atividade Praticando

a’y

. a3 d
1. Se y = —2xe™ , determine o valor de 4, onde A = d_x33, + -2t é -y

e . d ~ .
2. Usando derivacado implicita, determine ﬁ nas equagdes abaixo.

a) 2xy+y*=x+y b) 2x3y% — 2xy3 — 5x = 3y — 2

3. Calcular os limites usando L’Hopital

a) lim—>>—2 b) Tim S0 —1
x~>3_’x+1_2 x—0 1n(x+1)

4. Analisar as funcdes abaixo com relacdo a eventuais valores criticos, ou seja, valores de

maximo, minimo e inflexdo. Identifique-os e encontre suas coordenadas:

a) f(x)=—x*+2x*+12 b) y=2¢"

5. Um produtor rural estima que o custo total de producdo x, em toneladas, em milhares de
reais, de seu produto é modelado pela equagdo C(x) = 0.03x3 — 1,8x? + 39x. Pretendendo
vender toda a sua produgdo, estabelece o preco de venda da tonelada em vinte e um mil reais.

Nestas condic¢oes, determinar o lucro maximo obtido com a venda.
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nidade 1V

Integral .
Definicoes Iniciais

Nesta Unidade, veremos o conceito algébrico de integral como a antiderivada,
ou seja, o processo de integracdo como a operagdo inversa a operacdo de
diferenciagdo, também conhecido como integral indefinida. Abordaremos o
conceito geométrico de integral, como sendo a area compreendida entre curvas,
assunto conhecido como “Integral de Riemann”. Aprenderemos as regras usuais
de integracao, fazendo uso das “tabelas de integrais™ e, com tais regras, partiremos
para a primeira das aplicagdes do conceito de integrais, determinando a area de
uma regido compreendida entre curvas no plano.
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4.1 Integracao indefinida: Antiderivada

Chamamos de integracdo o processo inverso a diferenciagao de uma fungdo. Se na Unidade
anterior nosso interesse era encontrar a derivada de uma fungao, nesta Unidade vamos descobrir
como, dada a derivada de uma fung¢ao, encontrar tal funcao, também chamada de “primitiva”.

Desse modo, alguns autores fazem referéncia ao processo de integracdo como “primitivacao”.

Portanto, conhecida a diferencial y' ou dy de uma certa fungdo y = f(x), definiremos a

integragdo indefinida como o processo pelo qual essa f(x) € conhecida.



Graficamente, temos:

diferenciagdo

Integracio

A ¢é o conjunto das f(x) derivaveis. B ¢ o conjunto das diferenciais.

Diz-se que a integracdo ¢ indefinida porque toda fungdo da forma f(x) + C, onde C é um valor
constante, terd a mesma diferencial obtida pela lei f'(x) - dx.

Veja:se f(x) =1, f(x) = =3 e f(x) = 7, teremos que a derivada, f'(x) - dx ou diferencial
sera a mesma, pois as constantes 1, — 3 e 7 t€m a derivada nula. Portanto, conhecida a

diferencial, ¢ indefinida a operagao inversa de modo tnico. O simbolo matematico usado para

indicar a operacao de integragdo é um S alongado: J

Solugﬁo:

JE—
n
E.I‘ —
il e
.

sk

Veja: se y =4x” +6 temos que Z—z = 8x, ou seja, dy = 8x - dx. Assim, podemos escrever que
a integral indefinida de 8x-dx serd igual a 4x? + c. Matematicamente, escrevemos:
[ 8x-dx =4x*+c.

Outro exemplo de uso da operacao e respectiva notacdo: sendoy = 13—0 + x% — sen x, aderivada

sera dada por dy = (2x — cosx) - dx. Assim, temos que:



dy = (2x — cosx) - dx & [(2x — cosx) - dx = x* —senx + ¢

Usando rigor matematico, definimos:
[r@-ar=g@+c = g =rw

Ou seja: a integral indefinida de uma certa fungdo f(x) ¢ uma nova fun¢do g(x) + ¢ de tal
modo que a derivada dessa nova fung¢do g(x) + ¢ valha f(x).
Alguns exemplos de aplicacdo do conceito:

v [3x%dx = x3+ ¢, pois, a derivada de x3 + ¢ ¢ 3x2.

E interessante saber que, ao termo 3x2 - dx, chamamos de integrando da integral indefinida.
Note que poderiamos ter escrito [ 3t%dt ou [ 3p?dp ou ainda [ 3a?da etc. alterando somente
a indica¢do da variavel, sendo que, nestes casos, as respostas seriam, respectivamente, t3 + c,
pd+ce ad+c.

As varidveis x,t, p,a...sdo conhecidas como “varidvel muda” por ndo afetar a ideia e a forma

do resultado da operagao.

v f —6-senz+-—5)dz=6-cosz+7-Inz—5z+c
z

Note que, por inspecdo, a derivada de cosz ¢ —senz. Assim, multiplicando por 6, temos

6.cosz, que nos leva a derivada igual a 6-(—senz)=—6-senz, como queremos.

) , 1 N . .7
Agora temos que, se a derivada de Inz é —, entdo a derivada de 7Inz ¢ —.
z z

Para -5, precisamos de —5z. Desse modo, temos que:

7
J(—6-senz+;—5)dz= 6cos3z+ 7lnz—5z+c

Para evitar a inspegdo ou “tentativa e erro”, existem regras operatorias que serdo utilizadas para

que obtenhamos, de modo pratico, a integral de uma dada fungao.



4.1.1 Integrais Imediatas: Uso da Tabela

Integrais Imediatas ou tabeladas sdo as integrais cujo resultado é conhecido, pois se encaixam
perfeitamente em um formulario. Atencao: s6 € possivel usar a tabela se, dado “u”, houver “du”

no integrando (“u” é fungdo e “du”, sua derivada).

1. I k.f(x)dx = k.J- f(x)dx A constante multiplicativa “k” é posta fora do integrando.
Veja so:
4 _[2-cosx.dx:2-Ic0sx-dx:2-senx+c
v I4cos x.dx = 4Icosx.dx = 4d.senx+c
1
v I—-dx:lnx+c
X

v J.idng-jl-dxzilnx+c
4x 4 7 x 4

2. [[f ()t g()]-dx=[f(x)-dv+[g(x) dx

A integral da soma ou subtra¢do de funcdes € a soma ou subtragdo das integrais de cada uma

das funcoes.

Veja so: J.(3x2 +cosx—lj-dx= J.3x2 -dx+Icosx-dx—Jl-dx= X’ +senx—Inx+c
X X

W\,

Atencio! E proibido fazer:

[ 10 g()-dx = f)dx- [ gy

f(x) o If(x).dx
g(x) Ig(x) ~dx




Isto ¢, ndo € permitido multiplicar ou dividir integrais pelas regras usuais da multiplicagdao ou
divisdo, veremos adiante que existem regas especificas para a integral do produto ou divisdao

entre funcgoes.

1 . A
3. | x"-dx= —l-x"+1 +C para n#-1 Regra para a integral de uma poténcia, com
n+

expoente n # —1.

Veja so6:

v J'3x2a’x:3j.x2clx:3ﬁx2+1 =3—x=x+c
+

1 1
v J.\/;-dx:jxadx: ! x2 lzzx2+c
1+ 3

1 1 -1
v J-?-dx:jx*“dx: x M =—x7+c
1 . .
4. I— ~dx = Ix_ldx = 1r1|x| +c¢ Regra para a integral de uma poténcia, com expoente —1 .
X

. . . L1 1 1
Aqui, o logaritmo ¢ do “modulo de x”, porque se for In(x) a derivada sera —-x'=—-1=— ¢,
X X X

. 1 1
em In(—x), temos que a derivada sera: L-(—x') =—-(-1)=—.
—X —X X

E interessante notar que as regras 3 ¢ 4 podem ser generalizadas:

+1
un

+c e J.ﬂ:ln|u|+c

J-u”du=n+1 u

Onde "u" é uma funcdo e "du " sua derivada.



Mais algumas regras operatorias envolvendo fungdes trigonométricas e exponencial:

S Icosu-du =senu+c
6. Isenu-du=—cosu+c com: u = u(x)

7. Ie”duze” +c

RN N

Para conhecer e saber usar as regras de integracdo, use a “Tabela Basica de
Integrais” preparada pelo professor.
E interessante que vocé monte a “sua tabela”, transcrevendo as formulas mais

usadas em uma nova tabela feita por voceé.

Bl

[=]
[w]

o L
A
i

g J . J

Tabela Basica de Integrais Usando a tabela de integrais

N /

Veja como usar a tabela para a resolugao de integrais “imediatas”.

e Calcular I secx-dx.

Solucdo: usando a formula 20 da tabela, temos que: Isec x-dx=1In |secx +tg x| +c

> -

e Calcular J. 2
+x

dx _f dx
4+x2 x2+22°

Solugio: reescrevendo o integrando para adequa-lo & uma tabelada, temos que: f



dx dx 1 X
= |——=-arctg —+c.
4+x2 f 2 9 2

Usando a formula 29 da tabela, temos: [ ey

dx 1 X
=-arctg -+ c¢
f 4+x2 2 g 2

Determinar J'(zx“ +8x— 9)- dx

Solugio: como a integral da soma ¢ a soma das integrais, podemos escrever:

f(2x4+8x—9)dx=f2x4dx+f8xdx—f9dx=2fx4dx+8fxdx—9fdx=2%5+8xz—2—

9x +c
5
f(2x4+8x—9)dx=2%+4x2—9x+c

Note que, para a resolucdo, usamos as formulas 1, 3, 6 ¢ 7.

Sendo a e k constantes, determinar: I (3a — kx* ) dx

Solucao:

f(3a—kx4)dx=3afdx—kfx4dx:3ax_kxs_s+c f(3a—kx4)dx=3ax—kas+C

Calcular [(5x + 3)%dx =

Solucéo: abrindo o produto notavel do integrando...

J(5x + 3)%dx = [(25x% + 30x + 9)dx = 25 [ x*dx + 30 [ xdx + 9 [ dx =

25x3

+15x%2 +9x + ¢

3
~ [(5x + 3)%dx =%+ 15x%2 +9x + ¢



Solucao:

(=] et (=]

Gpzt

.

Faga vocé: usando a tabela de integrais, calcular:

z d
a) [ x2(Vx — 3)dx b) [ 5 c) [ 7tdt d) [ o
Solucio:
4 N\

Muitas vezes, uma integral tem resolugdo simples quando substituimos alguma expressao do
integrando por uma nova variavel. Esse artificio permite que adequemos a integral a ser calculada

a uma “tabelada”. Tal técnica chamamos de “troca de variaveis”. Veja so6 algumas aplicacdes:

Calcular: j x2e* dx

Solu¢do: vamos adequar o integrando para usarmos a formula 2: Ie" -du =" + ¢, entdo, chamando

6,

x’ (expoente de ¢) de “u”, temos: wu=x" <>du=3x"-dx. Logo, se u=x", o termo

1 . .
x*dx = g du e a integral dada podera ser escrita como:

J.xzex3dx :J'ex3 xdx :Je” édu = %Ie“du :%e"z +c

Jsz.ex3 -a’xzéex3 +c



Mais um exemplo: calcular I V3x—1-dx.

Solucao:

1
Fazendo: 3x—1=u = 3dx=du c.dx =—du . Assim, temos:

3

% (3x 1)2 +c

3
2

S 2
J.\/3x ~dx = I\/Z —du——I du §u

3
1 u?
B
2

2 2
.-.fVBx—ldx=§(3x—1)2+c

Mais um exemplo: calcular jx\/2 ~3x? -dx

Solucio:

Vamos eliminar o radical, chamando o radicando 2 — 3x2 de u?.

Entdo: 2 — 3x? = u? derivando ambos os membros, temos: — 6x - dx = 2u - du , portanto:

x-dx:—lu du .
3

. 1 .
Assim, trocamos 2 —3x por u levae x-dx por —gu-du, pois, se u”> =2-3x", u=

.'.Ix\/2—3x2 :I\/2—3x2 -x-dsz‘\/u_z-—éwdu:
%z—lu3=—é(\/2—3x2 )3+

———Iu ~du=— 5

L
3

3
3 jx\/2—3x2-dx=—é( 2—3x2) +c

Outro exemplo da técnica: _[ X3 2x*+5-dx

2—

3x? .



Solu¢ao:

Sendo: u =2x*+5 = du=8x" dx, ajustando a integral dada para resolver usando a formula 3 da

tabela, temos:

1
Ix3 N2x*+5-dx = I (2x*+5)2 x* dx . Fazendo aparecer o “du” no integrando:

Solucio:

1 1
[(2x*+5)7 2 dx= é [2x*+5) 8. dr=

4.2 Teorema Funda

mental do Calculo: A Integral definida ou Integral de Riemann

\
\
\
\
\
\
1
a

O matematico Riemann desejou obter o calculo de areas

planas de modo exato. Para isso, ele pensou em considerar

y=1e)
uma f{x) positiva — grafico acima do eixo x — no intervalo
| [a, b], dividindo esse intervalo em n partes. No grafico ao
|
I lado, temos n = 4.
4 »
4 >

A+
Ax Ax Ax Ax



Usando a altura menor de cada faixa, ele determinou a soma
inferior das areas dos retangulos de base Axcom a altura

assumida em cada faixa.

Soma Inferior = A + A, + A, + A, = A, ¢

4 De modo analogo, usando a altura maior, mantendo a

largura da base igual a Ax, obteve a soma superior:

Soma Superior = As + Ag + A; + Ay = Ay

Desse modo, ele concluiu que a area sob a curva seria bem

Al'nf + Asup
2

representada por , que ¢ a média aritmética das areas inferior e superior.

Mas, com 4 partes, a precisdo do resultado ndo era boa. Riemann, entdo, considerou 10 partes,
100 partes etc... até que, quando o nimero n de partes tendesse ao infinito, a soma inferior e a
soma superior tinham tendéncia de se coincidirem. Essa ideia, em notagdo matematica, € escrita

como:

Apnr < Area sob f(x) positiva < Ag,, em [a;Db]

Quandon — © = A r = Agyp = Area sob f(x) em[a;b]



Por outro lado, qualquer que seja Ax, sempre haverd uma altura y = f(x) para cada x [a,b]

e as areas inferior ou superior poderdo ser escritas como: Asup(mﬂ = z f(x)-Ax, onde f(x)

equivale as alturas dos “retangulos elementares”.
b b

Mas, para n — o , temos: Zf(x)Ax = Jf(x)Ax,
a a

b b
onde o simbolo I quer representar com 1 —» 0,

a a

indicando a somatéria dos infinitos retingulos de areas

f(x)-Ax no intervalo [a,b)].

Posteriormente, a grandeza “Ax” foi trocada pela notacao “dx”,

que melhor representa uma grandeza infinitamente pequena.

: ~ .. 5
Desse modo, podemos interpretar o resultado da notagdo matematica fz (2x + 1)dx como

aquele que representa a area entre a curva ou fungdo f(x) = 2x + 1 e o eixo x, no intervalo [2,
5], e que realizamos a soma de todas as areas dos infinitos retangulos elementares, de base “dx”

e altura igual f(x) = 2x + 1, para cada valor do dominio x € [2;5].

y= 201 Note que: 1 retingulo elementar terd area igual a "2x + 1"

vezes “dx”, ou seja, (2x + 1) - dx ¢ a area de um retangulo

elementar, levantado num ponto x com altura 2x + 1 (que ¢

f(x), com base dx, largura da faixa).

flx)
2+

» Mmatematicamente, escrevemos:

\
\
\
\
\
\
|
\ Efetuando a soma dos infinitos retangulos elementares,
\
\
5

(n— ) i(2x+l)-Ax:>Jj(2x+l)-dx



| ~

Interpretamos esse calculo como a area sob a curva f(x) = 2x + 1 (uma reta) no intervalo entre
x =2 até x =5. E, também, possivel obter o valor dessa area através da formula da 4rea do

trapézio:

(B+b)-h _(1145)-3
2

=24

Area =

E interessante notar também que 24 é a solugio de f25(2x + 1)dx. Veja so:

[y @x + Ddx = x? + x [=[(5)* + (5)] - [(2)? + ()] = [30 — 6] = 24

f(Zx + 1)dx = 24

‘6 99

Note que, no caso em questdo, ndo usamos a constante , por ser tratar de uma integral
definida, ou seja, ela apresenta /imites de integragdo, sendo que o limite inferior ¢ 2 e o limite
superior € 5.

E interessante observar que o resultado obtido somente representara uma area caso a regiio
compreendida sob a curva, no dado intervalo, esteja acima do eixo x. Nao estando, devemos

toma-la em moddulo.

. : 6 . , :
Praticando e refletindo: ['(5 + 3x)dx significa a area entre a curva e o eixo x,

no intervalode 1 a 6 ?

Solug:ﬁo:
E_ .{EI
N\ - y,




4.3 Aplicacao das Integrais: Calculo de areas entre curvas

A : No topico anterior, vimos que a integral definida | 17(3x2 +
ey 1)dx pode representar a area sob a curva, conforme mostra o
grafico ao lado.

Essa area ¢ obtida pela divisdo do intervalo [ 1, 7] em um nimero

finito de partes, calculando-se a soma das areas desses

» retangulos inferiores + superiores e dividindo o resultado por 2,

atribuindo a média aritmética como resultado.
Também vimos que esse processo era, para f (x) positiva, toda a regido acima do eixo x, e que

o resultado ¢ aproximado, dependendo do niimero de divisdes do intervalo.

b
Pois bem, vejamos como obter J. f(x)-dx e quando isso é possivel.

a
Teorema Fundamental do Calculo Integral: se existe uma fun¢do g(x) para a qual f(x) ¢
sua derivada, entdo a integral de f(x) é g(x) + c. No caso de adotarmos um intervalo [a . b],

passaremos a ter o que chamamos de integral definida, e escrevemos que:
b

[ r@- dx = 1961} = 9 - 9@

a

Como exemplo, vamos calcular a integral definida e verificar se o resultado obtido corresponde

. 4
a 4rea sob a curva no intervalo dado: [ L V3x+5-dx.

Solugdo: primeiro calculamos I\/3x +5 sem nos preocupar com os limites de integragdo 1 e 4.

N 2 31 1 2 lu% 2 2 2 3

- 20y = Dy = — . .2 _Z2,2_=

I3x+5dx—j(3x+5) dx—ju 3du 3J-u du 33 9u 9(3x+5)2+c
2

u=3x+5

du =3dx

4 2 T2 s ) 2o 3 2
= J‘de:{g(3x+5) } =§(3-4+5) —5(3-1+5) :5{172—8 J=§(47,465);10,547

1 1
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j Bx+5dx=10,55

1

PPy — Como o grafico ao lado nos mostra, no
intervalo [1 ; 4], toda a regido estd acima do
/ eixo x, temos que o resultado obtido
corresponde a area sob a curva no intervalo

dado.

Caso algum trecho do grafico esteja abaixo do eixo x, como no préximo exemplo, veja como
proceder:
Determinar a area da regido compreendida pela curva f(x) = x — 2 e o eixo x, no intervalo [-

1;6].

Solucdo: primeiramente, devemos esbogar o grafico da curva e verificar se ha algum trecho abaixo do

€1xo X.



Note que a fungdo ¢ de primeiro grau, portanto uma reta, que corta o eixo x em 2 e corta 0 €ixo y em —
2, com inclinagdo menor que 90°. Note também
que, a esquerda da raiz “2”, a regido estd abaixo
do eixo x.

Assim, o célculo da area da regido sera dado pela

expressao:

/ g =|f7,Gc = x| + [[(x—2dx  ou
ainda,

Ap = — j(x—Z)dx+j(x—2)dx

-1 2

Resolvendo a integral sem considerar, inicialmente, os extremos de integragdo, temos que:

2
J(x—Z)dx=x7—2x

Substituindo na expressdo da area da regido, e entrando com o respectivo intervalo de

integragao, temos:

2 6

2 2
Ap = — f(x—Z)dx+f(x—2)dx= —(%—Zx) _21+(x7—2x)|g
e [ 0] 2

AR=—{[2—4]—E+2]}+{[18—12]—[2—4]}

Ap == {-2 5}+{6+2}—9+16 2
R 2 202 2
25
AR=7u2



E importante notar neste caso que, sendo a regido formada por dois tridngulos, podemos
determinar a area da regido usando matematica bésica. Veja so:

bh _33_9 . - drea,<Ph 4416 g
2 2 2

Area1
22 2

= A, ——+§—§

De modo pratico, para determinar a area de uma regido
compreendida entre duas ou mais curvas, usamos o seguinte

conceito: a figura ao lado nos mostra uma regido R abaixo

da curva y, = f(x) e acima de y, = g(x), entre os pontos

dx
de R pode ser obtida calculando a drea A4, (4rea sob y, = f(x) entre a e b, acima do eixo x) e

L J

x =a e x = b (pontos de intersec¢do entre y, € y,). A drea

T ——

subtraindo dela a drea A, (4rea sob y, = g(x) acima do eixo x entre a e b). Porém, sabendo que
entre g(x) e f(x) existe, no intervalo x e [a, b], sempre uma faixa vertical 4 que ¢ dada por:

h=f(x)—g(x) para cada x e [a, b], altura do retangulo elementar, entdo a area da regidao R
b
sera dada por: 4, = Zh cdx = A= I[f(x)—g(x)]-dx

A regra geral é: “curva superior menos curva inferior”, independentemente do posicionamento
do grafico, ou seja, ndo importa que uma ou outra ou ambas as curvas estejam acima ou abaixo

do eixo x, as curvas podem estar em qualquer quadrante. Para se obter o ponto de interseccdo



entre as curvas, ou seja, os extremos de integracao, basta fazer ), =y, e encontrar os pontos

comuns as curvas.

Solucio:

40
3.,1-"

F

Ill-?-:ll

Veja s6: determinar a area da regido hachurada no grafico abaixo:

4 Soluc¢do: areta r passa pelos pontos (0, 4) e (8, 1). A equagao da reta
r é dada por:
1 L% 1 1-4 3
— A s AN y=——x+4.
x—8 8- 8

A area R, entre x = 1 e x = §, estad sempre abaixo da reta e acima da

] -dx.

curva logaritmica. Assim, temos que: A, J- Curvag,, — Curva,c

a

8

s Ay = If(x) g(x)]-d J-K—gx+4j—(log2x—2)}-dx=J.(—§x—log2x+6j-dx

1

Que, resolvida, resulta em: A, —{—%——[xhl|x| x]+ 6x}) =
3-64
— 2% L I8 —8]+48)- =
16 In2 [ ]+ }
3.1 1
2 In1-1]+6
{ 16 ln2[ ]+ )

oA, =16,29 v’



WMy,

In x 1
Note que: a resolucdo de | log, x-dx serd: log,. x=——=—-Inx
q cilo de [ log, gx= =
.'.J.logzx-a’x=J‘Llnxdx=lenx-dx= L[)C-1n|x|—x]+C
In2 In2 In2

4.4 Sintese da Unidade

Nesta Unidade, vimos o conceito algébrico e geométrico da integral como uma antiderivada e
a area de uma regido entre curvas num dado intervalo, respectivamente. Vimos também como
determinar a integral de uma funcao usando a tabela de integrais, e estudamos a primeira das
técnicas para resolucao de integrais, ou seja, o método da “troca de variaveis”. E, ainda,
conhecemos o conceito mais relevante da Unidade, a integral definida, estabelecida pelo

matematico Riemann, além do “Teorema Fundamental do Calculo”.

4.5 Para Saber Mais

SIBI — Unitau:

Ayres: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788565837446
Hoffmann:  https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/978-85-216-2909-2
Avila: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/978-85-216-2128-7
Stewart: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788522126859
Anton: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788582602263

Spiegel: Manual de Tabelas e Formulas Matematicas:

https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788540700567
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Videos:
Khan Academy:

https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home#integration-calc

https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home#integration-techniques-calc

https://pt.khanacademy.org/math/calculus-home#derivative-applications-calc

4.6 Aprendendo

1. Calcular as integrais indefinidas:

a) I% b) J.w/5—y2 -dy c) I(4x3 -2x° +8x+1)dx
sen 3x - dx

d) I 142z -dz e) J‘m f) J‘%dx



Solucﬁo:

Ve

3. Determinar a area da regido compreendida pela curva e o eixo x, entre as retas verticais

dadas:

a) y=x; x=0; x=2 b) y=x2—-3x; x=-3; x=1
Solucio
4 )\




4. Calcular as integrais definidas:

4 S Jx 2

2_3y).d b) [—= 4x* —2x* +8x+1)d
a)_!(x x) X ).!\/; c) _!.( X X°+38x+ ) X
Solugio:
( N

a) ¥ b) » c
: /2 y=-1x"+12 : y=1+x :
F=4-2x
Solu(;z"m:
ﬁ* -l
r-: 2
\ J




6. Resolva as seguintes integrais indefinidas usando a técnica troca de variaveis:

a)j(xz+4)2 2x dx, faga: u=x*>+4
b).[(xz +3X+5)3 (2x+3) dx, faga: u=x2+3x+5

c) Isenzx cosxdx, faca: u=senx

d) J‘x«/x2+3 dx, faca: u=x*+3

e) .[ e dx, faca: u=x*

dx L
DIle)d , faca: u=In|x]|

Solu¢io:

f )\

0
e
8]

H
&

L
2

b
Ry

4.7 Praticando

1. Calcular as integrais indefinidas:

3-1)-d
a)jxe"zcz’x b) J'42’3xdx c) I4sen§dx d) _[ —(; _426 +)lc
e) jsen4x-cos4x-dx f) Ix- x> —1-dx g) J'3x42'i4 dx

h) I tgoxsec? x dx



2. Determinar a area da regido compreendida pela curva e o eixo x, entre as retas verticais

dadas:

a) y=x>-3x; x=1; x=4 b) y=e€*; x=
3. Calcular as integrais definidas:

2 J-3 2x° —4x? +5

1 S d b) I; X2 (Yx /x| dx

4. Determine a area das regides sombreadas nas figuras abaixo, usando integrais:

2) ¥ y-3-x b )

5. Resolva as seguintes integrais indefinidas usando a técnica troca de variaveis:

d x Jx
a) I \/SxL—S b)J'e2 dx c) Ixz sec? x3 dx d) Isej;zx dx
e) I% dx f) I(x3—2x+1)2 (3x2—2) dx g) Jx\/3x2+3 dx
h) | X2x_1 dx

6. Dadas as fungdes abaixo, determinar a area da regido compreendida pela curva e o eixo x entre

as retas dadas:

a) y=4—x?,retasx = —1 e x =3



b) g(x)=—x>-3x+10casretasx = -2 e x = 4

c) ylzezx,easretasxz—Z e x=4%

Solugﬁo'

'&:[El
e




Unidade V

Integral Il: Tecnicas
de Integracao

Nesta Unidade estudaremos as técnicas de integragdo, ou seja, como calcular
integrais que ndo se adequam as tabelas, exceto apds determinado trabalho
algébrico. Veremos inicialmente a técnica chamada Substituicao Trigonométrica,
na sequéncia a Integragdo por Partes e, fechando a Unidade, a técnica denominada
Fragdes Parciais.
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(x—(A)zH/—b)L_: l“'\ _
X4y 4 DxtBy+F

= (A l |- COSol

JIF-=1

Fonte: Freepik

5.1 Integraciio por Troca de Variaveis: Substituicio Trigonométrica

De forma intuitiva, usamos na Unidade IV a técnica “troca de variaveis”, ao chamarmos uma
dada funcdo de “u” desde que tenhamos “du” no integrando, para facilitar o processo de
integracao, caindo em uma integral tabelada. Agora vamos além, pois ¢ frequente aparecer uma
integral cujo termo a ser integrado apresenta expressdes do tipo u? + k? , u? — k? ou k? — u?,
envolvendo ou ndo um radical, onde u = u(x) e k = c%. Nestes casos, para facilitar a
resolugdo, a varidvel u deverd ser substituida por uma fungdo trigonométrica, técnica que

chamamos de “Substituicdo Trigonométrica”, conforme indicam as figuras abaixo:

Caso I: k% — u? Caso II: u? — k? Caso III: u? + k?

k u
u u- K
2 @ - @
k- u’ k -



x|e

{sen@ = {sece =% {tg@ =
u=k-sen0 u=k-sect u==k-

Resumindo, em havendo:
) k? — u? substituir por u = k - sen@
II) u? — k? substituir por u = k - sec@

IIT) u? + k? substituir poru = k- tg@

Veja a aplicagdo da técnica:

Exemplo 1: calcular [ \/%

Solucio: note que t2 + 9 = t2 + 32, entdio temos o caso III: u? + k?, onde: u = t e k=3.

A substituicdo serd do tipo III: u = k- tg0

Assim, temos:

t=3tg0 - I J-3sec29 do I 3sec’@-d6 :IZseczﬁ-dQ
dt =3sec’6- do \/t 19 7 J9tg’0+9 79 (tg’0+1)

 sec’6-do §ec2/d¢9
o Y serad e

= j secf-d@ que ¢ a tabelada 20.

Entio: I

= Isec@-d0=ln|secé’+ tg 9|

dt
NEE+9

2
+
Mas, doA , temos que: tg6’=§ — seco= 2
2
.'.ln|sec6?+ tg0|=ln t3+9 £+c

e

tgo

3 \tg’0+1 }



Solucio:

P

Ve

: '-'.:IT"

WMy,

Note que a troca de variaveis, envolvendo a fungdo trigonométrica: tg’d+1=sec’ @,

propiciou a extracao do fator do radical, bem como a simplificacdo da fracdo resultante. Essa ¢

a proposta da técnica.

Exemplo 2:

Calcular a integral definida: j

! (S—xz)3

Soluc¢do: observe que 5—x° = (\/g )Z — x*, portanto temos o caso I: k> —u*, onde k = J5 e
U=Xx.
Neste caso, a substituicao a ser feita é: u = ksen9.

Assim, temos que: x=+/5-senf = dx=+/5-cos0-do

dx \/g-cose-d()

I\/(5—x2)3 :'[\/(5—5sen29)3 )




Veja que, colocando 5 em evidéncia para extrair o fator do radical, teremos:

5—5sen26’=5(1—sen2 49)=5c0520.

dx V5 -cos0-do _ ﬁcos@-d&_l 1-cos0-d6 _1J 1

ooy rway I sWeo dsesocoro™s

= %Iseczé -d@ que ¢ a tabelada 24.

do =

cos’ @

.'.%jsecze-dﬁzétg 0

Mas,doA : x=+/5-senf@ .. senf=

Gl
W
>|<|\.>

2 12 1 3
5

!J(S_xz)3 T5J5-4 55-1

Solucio:

LI




Exemplo 3: calcular

J‘ dx
xix? =7
2
Resolucio: note que x° —7 = x —(«/7) , portanto temos o caso 1I: > —k>, onde k=7 e

u = x; neste caso, a substituicdo a ser feita é: u =ksect.

Assim, temos que: x=+[7-secld = dx:xﬁ-secﬁ-tgﬁ-de

J7 - sec@ -1g0-do I J7-1g0-do

J.x N J.7 56D \[7-sec?0—-7 ° T-secO-[I(sec’ 0-1) )

Como sec” @—1=1tg’@, temos que:

_I \/_tgﬁ g _I M-d@ :lj a9 :ljcosﬁdﬁzlsen9+c
7-secO-+7tg’0 7-sec¢9->ﬁ/rg/6’ 7 7 7

secd
= —sen0+c
v

2
-7
Mas,doA c x=+T-secl = secl=—— = cos&=£ = senf ="

\/7 X X

Solucio:




Exemplo 4: calcular I

x-dx
9x%—16

Solucdo: embora a integral possa ser resolvida por substituicdo trigonométrica, pois

9x” 16 = (3x)’ —(4), sendo portanto do caso II: u’—k’, esse nio é o processo mais

[P

recomendavel. Chamando o denominador de “u”, temos que o numerador serd “du”, com

pequeno ajuste na constante: Veja so:

xdx 1 18xdx 1 pdu 1

=— —:—1n|u|+c

u=9x"-16 5 1
du=18xdx  ‘9x*—16 1879x*-16 189 u 18

I fdx :iln|u|+c
O9x“—-16 18
) N xdx 1 1 )
Mas, u=9x" —16, entdo: . =—Inful+c=—In|9x" —16|+c
2
9x"—-16 18 18

J xdx

- :iln\9x2—16\+c
9x’-16 18

Solucio:

=[]

H.

~N

==

3 "L o

WMy,

Observe pelo exemplo feito que nem sempre a primeira escolha de uma técnica para

resolucdo da integral ¢ a mais eficaz. Como primeira tentativa, devemos usar sempre a troca

de variaveis do tipo “u

2

desde que haja “du” no integrando, fazendo os ajustes com a constante

quando necessario.



o R

E interessante observar que algumas integrais envolvendo trindmios do 2° grau
no denominador, tipo ax” + bx + ¢, podem ser resolvidas usando a técnica Substituicdo
Trigonométrica. Nesses casos, devemos fatorar o trindmio, transformando-o em
expressdes do tipo: (ax+b)*£k* ou k> —(ax+b)*; ou seja, apds a fatoragdo, o
trindmio do 2° grau pode ser conduzido para uma adi¢ao ou subtracdo envolvendo uma
(constante)2 i(fungﬁo)z, algo do tipo: k*—u*, k> +u’ ou u’—k*, onde u é uma
fungao de 1° grau. Tal procedimento ¢ denominado “for¢ar o aparecimento do trinémio
quadrado perfeito”, contetido estudado na disciplina de Pré Calculo. Veja s6 um
exemplo para lembranga do conceito: x* +2x+5=x>+2x+1+4 = (x+1)* +2%, que é
algo do tipo: u’+k*, portanto caso IIl. Pesquise nas referéncias bibliograficas e

verifique ndo sé este artificio como outros que possibilitam a resolu¢do de integrais de

modo mais amigavel.

Para saber Mais: Biblioteca SIBI Unitau
Stewart: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788522126859 (p. 366)

Anton: https://integrada.minhabiblioteca.com.br/books/9788582602263 (p. 366)

5.2 Integracao por Partes

Para os casos em que o integrando apresenta um produto entre duas fungdes, no qual nao
conseguimos aplicar a técnica troca de variaveis do tipo “u” desde que haja “du’ no integrando,
¢ comum usarmos a técnica denominada Integracdo por Partes. Ja sabemos que a derivagdo de

um produto entre duas fungdes ¢ dada pela regra:

du-v) dv du -
=u-—+v-— ou (uv) =u-——+v-—
dx dx dx dx dx




Multiplicando-se ambos os membros da equagao por dx, temos: (u -v)v cdx=u-dv+v-du .

Integrando ambos os membros da equagao resultante, temos: I (u-v)dx = Iu -dv+ I v-du.

Como _[ (u -v) dx =u-v, podemos escrever a equacdo acima da seguinte forma:

u-v:ju-dv+fv-du ou ainda Iu-dv:u-v—jv-du

Em resumo: para integrar uma fun¢do "u" vezes a fun¢ao diferencial "dv", de alguma fun¢ao

v, nc')s usamos a regra:
Iu-dv=u-v—J.v-du

Note que separamos o integrando em duas partes, chamando uma parte de "u" e a outra parte

de "dv". Determinados os "du" e "v", alimentamos a férmula e resolvemos a integral.

Veja uma aplicagdo da regra:

Caso I: aplicamos a regra e calculamos a integral.

Calcular Ix -senSx-dx

Solucio: fazendo: "x = u" e "sen5xdx = dv", para facilitar a resolucdo, temos:

U=x dv =senSx - dx
du=dx | v= Isen Sx-dx Ix-senSx-dx = x%(—cos5x)—.|%(—cos5x)dx=
VZ%'(—COSSX)

:—l-x-c0s5x+l-lI0055x-5dx= —Ec055x+isen5x
5 55 5 25

_[x-senSx-dx=—£cosSx+Lsen5x+C
5 25



Mais uma aplica¢do do caso I: calcular I x-Inx-dx.

Solucdo: para obter a Ix -In x - dx vamos trocar a ordem dos fatores no integrando: Ih x-xdx

e, desse modo, faremos: "In x = u" e "x - dx = dv". Para facilitar a resolucio, temos:

u=hx dv = xdx

x2 Entdo, substituindo os valores encontrados na formula de integragao por

1
du = —dx v:.[xdxz—
X 2

partes, vem: Ilnx-xdlenx-%z— 72 %_
zglnx—%jxﬂz
:%zlnx—lx;:x—;(lnx——J+C
J.x Inx dxzx—zz(lnx——J+C
Solucio:
-

IEI
'-’,..t by
? -'F-'

e B =2l T

. J

Agora, vamos ver o Caso II: aplicamos sucessivas vezes a regra até resolvermos a integral.

Calcular J- xX3senx dx



3

=—x cosx+3jx2 .cosx-dx=

Aplicando novamente a técnica, fazendo agora: "x? = u" e "cosxdx = dv",
u=x2 dv =cosx-dx

du = 2xdx v:J.cosx-dx = :—x3cosx+3jx2-cosx-dx:
S.Vv =senx
I x’senx dx=—x"cosx+3-[X*-senx —Isenx -2xdx]=

=—x3 cosx+3x senx — 6Ix -senx-dx =

Aplicando novamente a técnica, fazendo agora : "x = u" e "senxdx = dv", temos:
u=x dv =cosx-dx

du = dx v:J.senx-dx = =—x3Cosx+3x2senx—6jx-senx-dx=

SV =—COSX

=—x’ cosx +3x’senx — 6 x-(—cos x)— I —cosx-dx]=
=—x cosx+3xzsenx+6xcosx—6jcosx-dx =

=—x> cosx +3x’senx+6xcos x —6senx+C

Ix3senx dx =—x3 cosx+3xsenx +6xcos x —6senx+C

Vejamos agora o caso III: aplicamos a regra e voltamos ao caso inicial.

Calcular I e’ -senx-dx.

Solucio: fazendo: "e* = u" e "senx - dx = dv", temos:



u=e" dv = senx - dx
du=¢e"-dx V:Jsenx-dx =

V=—COSX

Iex -senx-dx=¢e" -(—cosx)—j—cosx- e’ -dx=—e"cosx+je" -COS X - dx

Aplicando novamente a regra, ¢ fazendo "e* = u" e "cosx - dx = dv", teremos:

u=e" dv=cosx-dx
du=¢e"-dx v:Icosx-dx =

SLV =senx

Iex -senx -dx =—e" cosx+[e" - senx — Isenx -e*dx]

jex -senx-dx =—e"cosx+e" -senx—Isenx~exdx
jex -Senx-dx+jsenx-exdx =—e" cosx+e" - senx

ZIe" -senx-dx =—e" cosx+e* - senx

X

_[ex -senx - dx =%(senx—cosx)+C

Solucio:

4 )\

0 ﬂ; 0
T -|.~"
piEear

qlr-Ha




E importante notar que temos trés possibilidades quando aplicamos a técnica
integracao por partes: Caso I, quando aplicamos a férmula e resolvemos a integral; Caso II,
quando aplicamos sucessivas vezes para a resolu¢do do problema; Caso III, aquele em que,
aplicamos a férmula e caimos no problema inicial, sendo que neste caso agrupamos os termos

semelhantes no primeiro membro para encontrar a resolucao da integral proposta.

2 N

* Para facilitar o calculo de integrais usando a técnica de integrag¢ao por partes, € util
conhecer o Algoritmo de Integracao por Partes, cuja vantagem no uso ¢ oferecer um
facilitador para o processo algébrico, bem como proporcionar maior agilidade na

resolucdo da integral a ser calculada. Veja o video que orienta sobre o uso do algoritmo,

e calcule as integrais: jx3senx dx e je" - senx - dx

N /

5.3 Integracao por Fracgodes Parciais

A resolucdo de integrais que envolvem a divisdo de fungdes polinomiais, sendo impossivel o

uso da técnica troca de variaveis “u” e “du”, geralmente ¢ feita usando-se a técnica denominada

N(x)

——~.dx, em que o
D(x)

“Fragdes Parciais”. Elas sdo aplicadas no caso de integrais do tipo: I

numerador N(x) e o denominador D (x) sdo polindmios.

Para facilitar o estudo, dividiremos tais integrais em dois “Tipos”.

Tipo I: grau N(x) = grau D(x) = Saida: dividir N(x) por D(x)



3 g2 _
Calcular I4x 6)26 ++14x 3 dx .
X

Solucio: note que N(x) € de grau 3, e que D(x) ¢ de grau 2. Assim, efetuando a divisdo entre os

polindmios e usando o método da chave, iniciamos a resolu¢do do problema.

4x° —6x* +4x-3 x2+1
43 A 4x—-6
—6x* -3
+6x° +6
+3

4x’ —6x” +4x-3
Portanto, temos que: 5 =4x—-6+—;
x +1 x +1

Ou seja, descobrimos quais as fragdes que somadas geraram a fracdo do integrando. Assim,

podemos escrever que:

3_ 2 .
I4x 6)26 +4x-3 dx=_[(4x—6+ 23 jdx=
x +1 x +1

3
x*+1

= J4xdx — I 6dx + j dx que resolvida resulta em: 2x* —6x +3arctg x+c

dx = 2x* —6x+3arctg x+c

) j4x3 —6x" +4x-3
h x”+1

3 dx . ) du 1 u
Note que.jmdx—3jm, que ¢ a tabelada: ju2+a2 = arc tg ;+C

Mais uma aplicacao da técnica:



6 1444
Calcular j % dt .

Solucao: efetuando a divisao entre os polindmios:

t*—16t" +3t t*—16
—1° +16¢" t+ 23t
t"—16
+3¢
-3t
0

t°—16t" +3t 3¢ : .
="+ . Assim, reescrevemos a integral dada como:
t*—16 t*—16

166 43
j‘ t—t16+td j( jdt

—J.t4dt+J.4dt——+ ln‘t —16‘+c

Portanto, temos que:

6 1444 5
j’216—t+3t dtzt—+§1n\z2—16\+c
t~—16 5 2

. 3t . . A
Note que: a integral j 716 dt pode ser resolvida por troca de variaveis e, na sequéncia,

aplicando a tabelada 5, J.d—u ,sendo: u =t>—16 com du=2¢t-dt.
u



Tipo II: grau N(x) < grau D(x) = saida: fatorar D(x)
Quando o grau do polindmio numerador N(x) ¢ menor do que o grau do polindmio denominador
D(x), classificaremos a integral como tipo II e existem quatro casos a serem considerados. Sao

eles:

Caso 1: o denominador ¢ favoravel em fatores distintos de 1° grau.

N(x) _ N(x)
D(x) (x—a)-(x—b)...

Isto é:

Neste caso, procuramos obter uma soma de fra¢des parciais que seja equivalente a N(x) +

D(x), isto €, procura-se obter o valor para as constantes 4, B, C,..., onde:

Nx)_ 4 B  C

D(x) x—a x—b e

4x -2

x=x*=2x

dx .

Aplicagdo do caso 1: calcular I

Solucdo: fatorando o denominador, temos que: x° —x” —2x = x- (x2 —Xx— 2).

Como x> —x—2 éum trindmio do 2° grau, continuando a fatoracdo, obteremos:
X —x?=2x =x(x2 —x—Z) =x(x+1)-(x-2)

Assim, a fragdo do integrando podera ser escrita como:

4x-2 4x-2 A B N C

X —x*=2x - x(x+1)(x—2) ;er x—2




Portanto, devemos procurar quais os valores de 4, B ¢ C que tornam a sentenca verdadeira.

4x -2 A B C

— _+—

o —x2-2x x+1 x-2

Tirando o mmc entre os denominadores das fragdes do segundo membro para que possamos

efetuar a soma e depois comparar a fragdo obtida com a do primeiro membro, temos: mmc =

x-(x+1)-(x—2). Dividindo o mmc pelo denominador e multiplicando pelo numerador,

obtemos:

4x-2 A B N C  A(x+1)(x—2)+Bx(x—2)+Cx(x+1)
X©=x>=2x x x+1 x-2 x(x+1)(x-2)

Como os denominadores sdo iguais, para que as fracoes resultem na igualdade desejada, basta

que os numeradores sejam iguais. Desse modo, podemos escrever que:

4x—-2= A(x+1)(x—2)+Bx(x—2)+ Cx(x+l) , que chamaremos de equacdo de trabalho,

pois sera ela que fornecera os valores A4, B e C que tornam a sentenca verdadeira.

Para achar os valores de 4, B ¢ C, entramos na equa¢do de trabalho com as raizes dos
denominadores das frag¢oes parciais. Assim:

Se x = 0= —2=A(1)(=2) + B(0)(—2) + C(0)(1) noA=1

Sex = —1= ~6=A4(0)(-3)+B(-1)(-3)+C(-1)(0) .. C=1
Sex = 2= 6=A4(3)(0)+B(2)(0)+C(2)(3) " B==2

Desse modo, a fracdo dada pode ser escrita como:

4x-2 1 -2 1
S 2 5.t t
x’—x"=-2x x x+1 x-2

Assim, voltando ao problema inicial, temos que:



4x-2 2 1
i | ) T

=In|x|-2In|x+1|+In|x-2[+c=1In

Solucio:

( )\

. J
Ny

b

Ix+1 J‘x 2
x(x—2)

+
(xt1)|

Note que: as integrais do tipo I

a tabelada J.@ =lhu+c.

x+k

podem ser resolvidas por troca de variaveis, usando

Caso 2: 0 denominador, fatorado, apresenta fatores de 1° grau repetidos.

Neste caso, o denominador, apos a fatoragdo, apresentara repeti¢ao de fatores de 1° grau, ou

seja:

N(x
D(x

i ¢ do tipo:

N _ N(x)

D(x) (x—a)-(x—b) ...



Note que: (x—b) =(x—b)-(x—b)-(x—b), portanto repete-se o fator (x —b) trés vezes.

Assim, a fragdo do integrando pode ser escrita como:

N(x)_A+B+C+D
D(x) (x—a) (x=b) (x=b) (x=b)'"

WMy,

E importante notar que o mmc (x —b)-(x —b)* - (x —b)* éigual a (x—b)’.

6x-dx
X =2x*—4x+8

Aplicagdo do caso 2: calcular I

Solucio: fatorando o denominador, temos:

X —2x" —4x+8=
=x*(x=2)-4(x-2)=
=(x*-4)-(x-2)=
=(x+2)-(x-2)-(x-2)=
=(x+2)-(x-2)°

Assim, a fragdo do integrando pode ser escrita como:

6x 6x A B C
= = + + 5
X =2x7—4x+8 (x+2)-(x-2) x+2 x-2 (x-2)

Como o mmc entre os polinémios dos denominadores é (x+2)-(x—2), dividindo pelo

denominador e multiplicando pelo numerador de cada uma das fragdes, teremos:

6x _ 4 N B N C
(x+2)-(x—2)2 x+2 x-2 (x-2)




Portando, para que a igualdade seja verdadeira, basta que sejam iguais os numeradores, visto
que os denominadores sao os mesmos, somente escritos de forma diferente. Desse modo,

obtemos a nossa equag¢ado de trabalho, aquela que, resolvida, fornecera os valores de 4, B e C:

6x=A(x—2)* +B(x+2)(x—2)+C(x+2)

Para obtermos as constantes 4, B ¢ C, atribuimos valores a x tais que estes sejam as raizes dos

denominadores das fragdes do 2° membro. Assim, temos que:

Sex =2= 12=A(0)+ B0 +C(4) . C=3
Sex=2= ~12=A-(4) + BO(A+CO) A=

Como nenhum outro valor de x anula os denominadores, entramos com x = 0 na equagao de

trabalho, bem como com os valores ja encontrados de 4 e C para o calculo da constante B:

Sex=0= 0=4-(-2) +B2)(-2)+C(2),como C=3e A:—%,temos:

-3
0= (T)(4) + B(—4) +(3).2 LB 3
0=-3-4B+6
3 3
Assim, podemos escrever que: bx -4, 4 ou seja, a integral

3 2 - + 22
X =2x"—4x+8 x+2 x-2 (x-2)

v 3
5 6§dx :I 4, 4 4 3 > |dx=
X =2x"—4x+38 x+2 x-2 (x-2)

dada sera reescrita como: I

:J- dx +3 dx 3_.- dx -3 3 -3

= + - =—In|x+2[+>In|x -2+ +C
x+2 49 x-2 (x=2) 4 4

x—2



[ S prg+ -2 -——+C
x =2x"—-4x+8 4 4 x-2

WMy,

dx

2

Nota: a integral j pode ser resolvida por troca de varidveis, usando a tabelada

X —

5, J.@=lnu+c,fazend0: u=x-2,com dx=du.
u

Caso 3: 0 denominador apresenta fatores de 2° grau nao fatoraveis e sem repeticio

Neste caso, ao fatorarmos o denominador da fragdo do integrando, obteremos fatores de
segundo grau que ndo sdo fatoraveis em fatores de 1° grau, ou seja, o polindmio de segundo

grau ndo apresenta raizes reais, € também ndo apresentam repeticdo, ou seja:

N(x) _ N(x)
D(x) (x—a)-(x*+bx+c)-(x*+dx+e)...

Neste caso, a abertura em fracdes parciais serd dada por:

N(x) Ax+ B Cx+D E
=— +— +
D(x) x"+bx+c x"+dx+e x-—a



\

Voceé pode estar se perguntando sobre o que aconteceria se aparecesse um termo
de 3° ou 4° grau no denominador. A resposta ¢: existe um teorema que afirma que
qualquer polindmio com coeficientes reais pode ser escrito como um produto de fatores
de 1° grau ou de 2° grau; sendo assim, se ocorrer um polindmio de 4° grau, ele devera

ser fatorado em 4 termos de 1° grau, ou em 2 termos de 2° grau, ou ainda em 2 termos

de 1° grau e 2 de 2° grau.
- /

2
x°-dx
T

Aplicacdo do caso 3: calcular -[81
- X

Solucio: como o denominador apresenta uma diferenca de dois quadrados, a fatoragdo sera
dada por: 81-x*=(9)-(x*)’=9-x")-9+x*)=B-x)-3+x)-(9+x*). Observe que o
termo (9 + x?) ndo se fatora, pois ndo apresenta raizes reais. Assim, a fracdo do integrando

serd aberta em fracdes parciais como:

x A B Mx+N
4= * 2
81—x 3—-x 3+x 9+x

Como o mmc entre os denominadores das fragdes do segundo membro é (3 —x)(3+ x)(9 + x%)

dividindo o denominador de cada uma delas pelo mmc e multiplicando pelo numerador,

teremos:

x’ B AB+x)9+x*)+BB—x)(9+x7)+(Mx+N)3-x)3+x)
81—x* B=x)3+x)9+x)

Para que a sentenca seja verdadeira, basta compararmos os numeradores, pois o0s
denominadores ja sabemos que sdo iguais. Assim, obteremos a nossa equagao de trabalho, que
fornecera os valores das constantes procuradas para que possamos gerar as fracdes parciais,

aquelas que, somadas, geram a fracao dada.

X2 = AG+X)(9+x2) + BB —x)(9+x%) +(Mx+ N)3—x)(3+x)



Atribuindo valores para x, de modo que zerem os denominadores, temos:

Sex=3=9=4-6-18+B-0+0 A:E
Sex=-3= x=-3=9=4-0+B-6-18+0 B:é

Como ndo temos valores reais que anulem (9 + x?2), temos que atribuir valores simétricos a x,
de modo a cair em um sistema de duas equagdes e duas incognitas para determinar as constantes

Ce D. Veja so:

Sex=1= 1= 41042104 (M+N)-2-4 -~ 1=—40+-1.2048-(M +N)
12 12 12 12
— 8M +8N=—4 (I)

Sex=—1=> 1= 20044104+ (M +N)-4-2 - 1=—.204 .40+ 8(=M + N)
12 12 12 12

—-8M +8N =—4 (1)

1
Fazendo (I) + (IT), temos: 16 N =-8 .. N = )

Substituindo N = —% em (I), temos: 8M +8(_71j =—4 . M=0

1 1 1
x2 - dx 12 12 Ox 2
:J. + + dx
81—x* 3—x 3+x 9+x?

Assim, a integral sera escrita como:

81—x* 1293—x 1293+x 29044

.J‘xz-dx_ l p—dx 1 dx 1 dx

2
Ix 'd)i :—i1n|3—x|+i1n|3+x|—l-arctg Xic
81—x 12 12 6 3



Caso 4: 0 denominador apresenta fatores de 2° grau nao fatoraveis com repeticao.

Neste caso, ao fatorarmos o denominador da fragdo do integrando, obteremos fatores de
segundo grau que nao sao fatoraveis em fatores de 1° grau; ou seja, os polindmios de segundo

grau ndo apresentam raizes reais, e apresentam repeticao, ou seja:

N(x) _ N(x)
D(x) (x—a)-(x>+bx+c)...

Neste caso, a abertura em fragdes parciais serd dada por:

N _ 4 N Mx+ N Ix+P N Rx+S
D(x) x—a x*+bx+c (X*+bx+c)* (x*+bx+c)

x* +3x? +5x+7‘
(x* +2x+3)°

Aplicagao do caso 4: calcular j

Soluciao: como o denominador apresenta fatores do 2° grau com repeticdo, a abertura em

fragdes parciais sera dada por:

X +3x’+5x+7  Ax+B . G+D
(> +2x+3) X +2x+3 (X" +2x+3)°




O mmc entre as fragdes do denominador sera (x” +2x+3)°. Dividindo os denominadores do

segundo membro da equagdo pelo mmc e multiplicando pelos respectivos numeradores,

obteremos a equagao:

X +3x" +5x+7  (Ax+B)(x’+2x+3)+Cx+D
(x* +2x+3) (x* +2x+3)

Para que a igualdade seja verdadeira, basta igualarmos os numeradores, pois o denominadores
sdo iguais, obtendo assim a equag¢do de trabalho, que fornecera os valores das constantes 4, B,

CeD.
X 43X +5x+ T =(Ax+ B)(X* +2x+3)+Cx+ D

Efetuando o produto no segundo membro, agrupando os termos semelhantes e comparando

termo a termo o polindmio do segundo membro com o polindmio do primeiro membro, temos:
X +3x% +5x+7 = Ax® +2A4x* +3Ax + Bx* +2Bx+3B+Cx+ D
S X437 4+5x+7=(A)x> +(2A4+ B)x* +(BA+2B+C)x+3B+D

A comparagdo entre os respectivos termos dos polindmios resulta em:

A=1; 24A+B=3 =B=1;34+2B+C=5 =C=0e3B+D=7 =D=4

3 2
Assim, temos que: Ix +23x +5xt7-dx:.fzx;1 dx+j% I
(x"+2x+3) X" +2x+3 (x*+2x+3)

x+1

Resolvendo separadamente as integrais, temos que a primeira J. ———— dxsera resolvida

X +2x+3

por troca de varidveis:

u=x"+2x+3
sendo: { du = (2x+2)dx , e usando a tabelada: jd—u
du = 2(x+1)dx !



(I)J.x—ﬂdx=%jﬂ _—j———1n|u|_—1n|x +2x 43| +c

x> +2x+3 x*+2x+3

4-dx

Jana Segunda Im ,

aparecimento do trindmio quadrado perfeito no denominador.

4. dx dx dx dx
I =4 =4 =4 =
( )‘[(x2+2x+3)2 j(x2+2x+1+2)2 I[(x2+2x+1)+2]2 j[(x+1)2+(\/5)2]2
du
= e

Usando substitui¢do trigonométrica para o tipo u” + k>, cuja saida é u = k g8 , teremos:

2 _ 2 2 _ 2 = .
{u =@+l K ={2) k0 - x+1=+2 120
u=x+1 k=2 dx =2 -sec’ 0dO
‘4‘[ dx :4I \/5 sec’ 60 doO _
[+ + (V27T (V2 10 + (N2

2 2
24.'-\/5 sec <9d9:4j\/5 sec” @ do

2@0+2] 210+

_ J-\/Esec 6’d6’ J-\/_§ec2/d9

[2 sec’ O)]

-

d6’ == \/5_'-cos2 0 do
sec’

Que ¢ a tabelada 17: Icoszu.du = %(u + senu.cos u) +C

«/5_[(:032 0do= g(9+sen9.cosﬁ)

Mas: x+1:«/§ tgf , entdo: tg@:x_Jrl

2

teremos que aplicar a substitui¢ao trigonométrica, forcando o



@’ = (x+1)" +(\2)?
a x+1 Do tridngulo vem: a= \/(x+ 1) + (\/5)2 entdo, temos que:

/Y a=+x*+2x+3
J2

x+1 \/5 x+1

sen = ———-—; co0S0 =————— ; O =arc sen

NxT+2x+3 x> +2x+3 X +2x+3

Q 0+ senf.cos ==£ arcsen
2 2

x+1 x+1 \/5 J

+ .
Ve +2x+3 P +2x+3 x4+ 2x+3

x+1 x+1

T3
X2 4+2x+3 X +2x+3

2
=——arcsen
2

Assim, temos que:

X +3x° +5x+7 1 ) 2 x+1 x+1
I > s—-dx=—In|x" +2x+3|+——arcsen +— +C
(x”+2x+3) 2 *,x2+2x+3 X +2x+3

5.4 Sintese da Unidade

Nesta Unidade, estudamos as técnicas de integragdo. A basica, chamada de troca de variaveis,
¢ aplicada a qualquer tipo de funcdo no integrando, desde que, ao chamar uma das fung¢des do
integrando de “u”, tenhamos sua derivada “du”. Vimos também as técnicas: Integracdo por
Partes, usada geralmente quando ocorre um produto de fungdes no integrando e, fechando a
Unidade, Fragdes Parciais, usada quando o integrando apresenta uma divisdo envolvendo
polindmios. Isto posto, podemos concluir que o objetivo principal dessa Unidade ¢ a apreensao
das técnicas de integracdo, procedimentos algébricos especificos para a resolucdo de
determinadas integrais que nio se resolvem por simples troca de variaveis. E interessante notar
que a técnica troca de varidveis sempre sera usada para que caiamos em uma das integrais

tabeladas ou conhecidas. Portanto, ¢ muito importante o conhecimento da tabela basica de



integrais, pois, desse conhecimento depende o algebrismo necessario para a resolu¢ao dos
problemas propostos. Ressalto novamente a importancia do estudo constante que nos fornece a
pratica necessaria para, com certa tranquilidade, encontrarmos o caminho a ser trilhado para a

resolu¢do da integral.
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5.6 Atividade Aprendendo

Resolver as integrais usando a técnica mais adequada:

1. It3 -sent - dt

Solucio:

4 N\

OReiO)




3. je’ -sent - dt

Solucio:

-

A

o D=
L)

TR

.

4. J.x3 e dx

Solucio:
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Ofaid
Sk
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.

5, jx-sensz-dx

Solucio:

Ve

.

6. jesenx -cos x - dx

Solucio:

-

Ok 10
T
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’ _[ dt

2 \16-1

Solucao:

£

Solucio:

orech
ThATH R
GRS
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Ve

9. jx4—2x2 +4x+1

x
3 2
x —x —x+1

Solucio:




10. j 3x" +1
—6x"+x-6
Solugﬁo:
N
[=]y3 =
r I. r
-.-I. .-. ]
. /

5.7 Atividade Praticando

Resolver as integrais usando a técnica mais adequada:

l-j dx 5 ¢ -2x” +14x-20

'\,1_7)‘;2 ) 4 —x+3

dx 3. jx3senx dx

7.J. 4x—10 -dx

x*—5x+4

5 x dx 6 dx
.J‘\/x3—4 .'[xz-\/x2+4

4. Ixz e".dx

4 3
X =X —-x-
8. [————
x_

dx
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